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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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ПРЕДИСЛ0В1Е. 



Некоторые типы комплексныхъ чиселъ т-Ьсно связаны съ 
геометрическими построен1ями, играющими валсную роль въ 
леханик*. Къ такого рода типамъ принадлежатъ комплексныя 
^исла, введенныя впервые въ науку англ1йскимъ математикомъ 
€11Шг(1'0мъ, — числа, основныя операц1и надъ которыми соот- 
в-Ьтствуютъ основнымъ построешямъ теор1и винтовъ ВаП'я. 
Наша задача — развить полн-Ье, ч'Ьмъ это было сделано до сихъ 
иоръ, связь, существующую между числами С111^й)Г(1^а съ одной 
стороны и теорхей ВаП'я — съ другой, и воспользоваться ей для 
доказательства н'Ькоторыхъ теоремъ геометр1и и механики. 

Теоргя винтовъ, подготовленная работами Ро1П801;, СЬаз- 
1е8*я, МбЬ1и8'а, Пйскег^а и др. (исторически очеркъ ея раз- 

! ВИТ1Я см. И. Занчевск1й „Теор1я винтовъ**. Зап. Мат. Отд. Нов. 

^ Общ. Ест., IX) и возведенная на степень стройнаго учен1я 
ВаИ'емъ, обязана своимъ усп'Ьхомъ, главнымъ образомъ, введе- 
Н1Ю въ механику твердаго т-Ьла понят1я о винт-Ь. Методъ, 
которымъ пользуется Ва11 въ своей теор1и (систематическое 
изложен1е работъ ВаП'я см. Н. вгауе11и8 „ТЬеогеНзсЬе МесЬа- 
П1к 81аггег 8у81;ете") основывается насл'Ьдующихъ 4-хъпострое- 

Н1ЯХЪ. 

1. Сложеше динамъ (винтовъ). 

2. Построен1е относительнаго момента двухъ динамъ — 
величины пропорщональной работ*, которую производитъ сис- 
тема силъ, характеризуемая одной изъ динамъ при безконечно 
маломъ перем-Ьщенхи, опред'Ьляемомъ другой динамой. 

3. Увеличеше параметра динамы на постоянную величину. 

4. Умножен1е интенсивности (главнаго вектора) динамы 
на постоянную величину. 

Важная роль первыхъ двухъ построен1й обусловливается 
уже т'Ьмъ, что они служатъ для р'Ьшешя двухъ основныхъ 
Фопросовъ кинематики и динамики твердаго т'1ла. Помимо 

1* 



этого они обладаютъ, однако, н'^которыми зам'Ёчательными 
свойствами, которыхъ однихъ уже было бы достаточно для 
того, чтобы можно было напередъ предвидеть ихъ важное 
значенте для всей теорхи винтовъ. Действительно, первая опе- 
ращя коммутативна и ассощативна, т. е., если мы назовемъ 
слагаемый динамы черезъ а, /?, у^ то а -+-/?=/? + а и а-ь 

Что касается второй, то, означивъ черезъ [а,/?] относи- 
тельный моментъ динамъ а и у5, мы будемъ им^ть: 

[а,<5]-[/?,а], [(а+А7] = Ку]-ь[/5,/] и 

[а,Г/5+7)]«[а,^] + [а,у], 

откуда видимъ, что относительный моментъ обладаетъ свой- 
ствомъ произведен1я и операц1я его построешя— свойством ъ 
операц1и умножешя: она коммутативва и по отношен1ю къ 
операщи сложен1я дистрибутивна. 

Подобпымъ же образомъ, если а есть н-Ькоторая вели- 
чина, и символомъ \(1^а\ мы означимъ динаму, параметръ 
которой болФе параметра а на величину а, то одну изъ тео- 
ремъ ВаИ'я (Тгап8ас1:10П8 оГ 1Ье Еоуа! 1п8Ь Асайегау, XXV,. 
§ 82) мы можемъ выразить равенствомъ [(а-4-/5),а] = [а,а]ч- 
[/3,а], изъ котораго следуетъ, что операщя увеличен1я пара- 
метра динамы на некоторую величину носитъ характеръ умно- 
жен1я динамы на постоянную. Такой же характеръ им^етъ^ 
наконецъ, и четвертая операц1я. 

Т. 0. сущность всего метода ВаП'я составляютъ четыре 
оперпцги, изъ которыхъ одна аналогична сложетю, а три 
остальныхъ умноженгю динамъ: одну на другую, или динамы 
на число. Однако Ва11, на скодько намъ известно, нигде не 
указываетъ аналогхи построен1й 2-го и Зго съ операщей 
умножешя и нигде не задается вопросомъ о разыскаши обща- 
го вида операщй такого характера. 

Дальнейш1й шагъ въ вопросе объ основныхъ операщяхъ 
надъ динамами (винтами) делаетъ СИЯогй въ небольшомъ, но 
весьма богатомъ новыми идеями мемуаре „Рге11т1пагу 8ке1(Ь^ 
оГ В1диа1егп10П8" (1873). Первые два параграфа этого мемуара 
СИЙогй посвящаетъ операцти делен1я двухъ моторовъ, при 
чемъ моторомъ онъ называетъ совокупность геометрическихъ 
величииъ, помощью которыхъ мы можемъ характеризовать 
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систему силъ, приложеняыхъ къ твердому тЬлу, т. е. ту сово- 
купность, которую Ва11 называетъ динамой, заимствуя этотъ 
терминъ у Иискег'а ^). СИ^Гогй показываотъ, что подобно 
тому, какъ частное отъ д'Ьлен1я двухъ векторовъ выражается 
кватерн10номъ, такъ изученье операцги дуьленгн двухъ мошо- 
ровъ приводить насъ къ коплексному выраженгю 2-\-сэг^ гдгь 
д и г суть кватернгоны^ а символъ со обладаешь свойствомь 
0^ = 0, выраженхю, которое онъ и называетъ бикватершономъ. 

Формулировавъ этотъ результатъ, СИГ^огй оставляетъ его 
безъ дальн'Ьйшаго развит1я и въ слЬдующихъ 3-хъ парагра- 
фахъ переходитъ къ эллиптическому пространству. Въ сжатомъ 
очерк*, несколькими основными построен1Ями и теоремами, за- 
мечательными по своему изяществу и симметр1и, онъ кладетъ 
основан1е геометр1и и механик* твердаго т*ла (теорхи винтовъ) 
для эллиптическаго пространства. Онъ показываетъ между 
прочимъ, что частное отъ дгьленгя двухъ моторовъ для этого 
пространства выразится бикватернгономь д + «г, гдгь со есть 
символъ, обладающгй свойствомь «*~1. 

Къ вопросамъ, затронутымъ въ этомъ мемуар-Ь, СИГГогй 
возвращается снова и посвящаетъ имъ еще пять небольшихъ 
заметокъ „МоНоп о^аЗоИй 1п Е111р<;1С 8расе", „Ги^Й1егNо^е 
оп В1диа1;егп10П8", „Nо1:е8 оп В1(1иа1егшоп8", „Оп 1;Ье ТЬеогу 
0^ 8сгелу8 1П а зрасе оГСоп8(ап1;Ро811;1уе Сигуашге", „Ыо^ез'', 
(Рарег8 р. 642). ВсЬ он* относятся къ геометр1и и механик* 
эллиптическаго пространства. Вторая, четвертая и пятая слу- 
жатъ пояснешемъ къ его первому мемуару, въ первой выво- 
дятся диф. ур. движешя твердаго т4ла, и наконецъ въ третьей 
р-Ьшаются задачи: построить ось мотора и сложить два мотора 
<;ъ различными параметрами и, пересекающимися подъ прямымъ 
угломъ, осями. Т. о. СИГГогй сосредоточиваетъ все свое вни- 
ман1е на развит1и второй части „Ргеит1пагу 8ке1)1^" — меха- н^ 
НИКИ и геометр1и эллиптическаго пространства и совершенно 
оставляетъ въ сторон* развит1е первой части и вопроса объ 
основныхъ операщяхъ надъ винтами параболическаго или эддидг гмл^м^^ ^ 
;агйчесваго пространствъ. 



^) Въ чисто геометрнческомъ излохенш теор1И винтовъ намъ кажется 
удобн'Ье вн^^сто терииновъ «динама» или «моторъ» употреблять терминъ 
^бивекторъ», введенный Нашхиоп'омъ. 



Къ неевклидовымъ же пространствамъ относятся и работы^ 
другихъ двухъ математиковъ, занимавшихся теорхей бикватер- 
шоновъ: Н. Сох^а и А. ВисЬЬе1т'а. Т. к. въ нашу задачу^ 
не входитъ разсмотр-Ьихе теор1и винтовъ для неевклидовыхъ про- 
странствъ, то мы и упомянемъ объ этихъ работахъ лишь по 
стольку по сколько авторы касаются въ нихъ теор1и бикватер- 
нюновъ. Н. Сох (Тгапзасйопз о^ (Ье СашЬпййе РЫ1. 8. XIII,- 
1883, „Оп 1;Ье АррИсайоп оГ ^иа<;е^п^оп8 апй бгаззтапп^з Аиз- 
(1еЬпип881еЬге (о (11Шгеп(; кшйз о^11п1^'огт 8расе"), пользуясь 
методомъ вга88т];йапп'а, дополняетъ изсл4довав1я СИГГогй^а^ 
распространяя ихъ на пространство Лобачевскаго, и показы- 
ваетъ, что частное отъ дгьленгя двухъ моторовъ для этого прО' 
сшранства должно выражаться бикватернгономъ ^-^сэ^^ гдгы 
о^= — 1, т. е. такимъ бикватерн1ономъ, который съ чисто- 
аналитической стороны безъ всякаго отношен1я его къ гео- 
метр1и Лобачевскаго разсматривалъ уже Нат1иоп (Е1ешеп1;5 
0^ ^иа1;е^п^оп8 , р. 218, 219). Изъ изсл'Ьдовашй Н. Сох'а> 
ЕГ СИ1'Гог(1'а обнаруживается т. о. замечательная связь между 
тремя типами пространствъ съ постоянной кривизной и тремя 
типами бикватерн10новъ ^-\-(о^, Для эллиптическаго простран- 
ства б}*=1, для параболическаго 69^=0 и для гиперболиче- 
скаго со^= — 1, соответственно чему и бикватерн10ны этихъ 
типовъ мы назовемъ эллиптическимъ, параболическимъ и ги- 
перболическимъ. 

А. ВисЬЬеш въ мемуар^ „А тешо1Г оп В1диа1;егпюп8" 
(Ат. ^ои^па1, VII, 1885) задается ц4лью развить теоргю 
бикватернгоновъ встьхъ трехъ типовъ. Въ первой части онъ 
занимается аналитической теорхей бикватерн10новъ и даетъ 
рядъ формулъ, которыя одинаково придожимы ко всЬмъ 
тремъ типамъ. Онъ вводитъ несколько новыхъ символовъ и 
понят1й, связанныхъ съ понятхемъ о бикватершон*; одному 
изъ нихъ — символу е онъ придаетъ особо важное значеше: 
„этотъ символъ определяется ур. 69^ = 6^ въ эллиптичес- 
комъ пространстве е=1, въ параболическомъ е=о, и въ ги- 
пербол ическомъ е=У — 1; эта величина въ действительности 
обратна рад1усу кривизны пространствъ: она равняется вели- 
чине \/к^ которая встречается въ формулахъ Лобачевскаго; 
только благодаря введен1ю этой скаларной величины формулы 
становятся приложимыми къ пространствамъ всехъ трехъ^ 
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типовъ". Во второй части онъ аереходитъ къ геометрическимъ 
приложен1ямъ бикватернхоновъ. Онъ даетъ сначала н-Ьсколько 
формулъ метрической геометр1и для неевклидовыхъ прост- 
ранствъ, р-Ьшаетъ несколько основныхъ задачъ (черезъ дв-Ь 
точки провести прямую лишю, найти лин1ю перес4чен1я двухъ 
плоскостей, услов1е перес4чен1я двухъ лиши и пр.), причемъ, 
пользуясь однородными координатами, бикватершономъз-ьсод' 
онъ представляетъ точку, если Т^у^^^д'^^О.— плоскость, если 
8д=Уд'=0 и винтъ (прямую), если 8^=8^'=0^ затФмъ вы- 
водитъ ур. цилиндроида, и наконецъ переходитъ къ развит1ю 
теор1и параллельныхъ СИ^Гогй'а. 

Въ четырехъ зам'Ьткахъ „ТЬеогу оГ 8сге\^8 1П Е111р(;1С 
8расе" (РгосееЙ1П§8 оГ 1;Ье Ьопйоп МаШ. 8ос1е<;у. Уо1. XV, 
XVI, XVII, XVIIГ, 1884, 85, 86 и 87) А. ВисЬЬе1т доказы- 
ваетъ теоремы СИГ^'огй^а и изучаетъ безконечно малыя и ко- 
нечныя перем4щен1я твердаго т'Ьла для неевклидовыхъ про- 
странствъ, пользуясь отчасти методомъ Огаззюапп^а, отчасти 
бикватершонами. 

Наконецъ намъ остается еще упомянуть о мемуар'Ь 
бШйу „Уоп Ве^е^ип^еп ипй 11т1еёнп?еп" (М. х\,, XXXIX 
Вапй., 1891), въ которомъ авторъ указываетъ ва. связь парабо- 
лическаго биквашернгона съ группой движенЫ эвклидова про- 
странства и пользуется этой связью для изученхя конечныхъ 
перем'Ьщен1й и отражен1й точекъ, прямыхъ и плоскостей. 

Изъ приведеннаго краткаго историческаго обзора явству- 
етъ, что литература по теорги бикватерн10новъ и вопросу объ 
основныхъ операщяхъ надъ винтами не велика и что теор1Я 
бикватершоновъ въ нФкоторыхъ отноп1ен1яхъ требуетъ даль- 
нейшей разработки и улучшен1й. 

Действительно, въ теор1и бикватерн10новъ нужно разли- 
чать дв-Ь стороны: одну — аналитическую, другую — геометриче- 
скую. Что касается последней, то, следуя примеру Ва1Ря, ко- 
торый, создавая теорхю винтовъ, представляющую первый шагъ 
въ обобщен1и теор1и векторовъ, постоянно имЬлъ передъ собой 
прекрасный мемуаръ Ро1П8о1; (ТЬеопе попуеПе....), мы должны 
при развйтш теории бикватернюновъ— обобщен1я теор1и ква|1- ^ 
Р те^10новъ — им^ть въ виду классическ1я работы НашхИоп'а. 
^ Но на первомъ план* своей теор1и НатШоп ставитъ поня- 
Т1е о векторе, основныя операцхи надъ векторами и основа- 
тельное изученхе ихъ геометрическихъ свойствъ. Совершенно 
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также, въоснован1е всей теор1и бикватершоновъ должно быть 
положено детальное изучен1е основныхъ онеращй: сложешя, 
вычитан1я, умножен1я и д'Ьленхя бивекторовъ и ихъ геометри- 
ческихъ свойствъ. Между т'Ьмъ, въ выше упомянутыхъ рабо- 
тахъ, исключая мемуара „Рге11т1пагу 8кь^", зам-Ьтокъ, слу- 
жащихъ къ его пояснен1Ю, и работы Н. Сох'а эти вопросы со- 
вершенно игнорируются. 

Точно также и аналитическая сторона требуетъ по на- 
шему мн'1шю дальнМшей обработки. Въ этомъ отношеши 
введете въ теор1ю бикватерн10новъ понят1я о функщяхъ ком- 
плексныхъ чиселъ вида а-ьб)6, гд* о^=1, или О, или — 1, 
должно существенно упростить аналитическую теор1Ю, сведя 
некоторые отделы ея на теорхю кватернхоновъ съ одной сто- 
роны и теор1ю функц1й отъ комплексныхъ чиселъ упомянутыхъ 
типовъ — съ другой. 

Сд'Ьлать указанныя дополнен1я въ теор1и параболическаго 
бикватерн10на, т'Ьсн'Ье связавъ ее съ теорхей винтовъ ВаП'я и 
составляетъ главную задачу первой части этой работы. Къ по- 
НЯТ1Ю о параболическомъ бикватершон* мы были приведены 
независимо отъ выше указанныхъ работъ СИйЪгй'а , ВисЬ- 
Ьехш'а, Сох'а и 81:ис1у, причемъ для насъ исходной точкой 
служилъ анализъ операц1и умножен1я, а неоперащя д'Ьлешя, 
какъ для СИЙЪгй^а. Обобщая умножен1е векторовъ на слу- 
чай бивекторовъ, мы руководимся принципомъ Напке!' я: 
устойчивости формальныхъ законовъ операщй (Рг1ПС1р йег 
Регшапепг Гогта1ег безе^ге, Напке! „ТЬеопе йег Союр1ехеп 
2аЫеп8у8<;ете") и приход имъ къ заключен1Ю, что произве- 
дете двухъ бивекторовъ выражается бикватершономъ. 

Анализъ операц1и умножен1я и составляетъ содержате 
первой главы. Изъ неа мы видимъ между прочимъ, что опе- 
рац1й умножен1я, подчиняющихся изв'Ьстнымъ условхямъ, су- 
ществуетъ безчисленное множество, но результаты ихъ лег- 
ко получаются изъ т'Ьхъ результатовъ, которые выражаются 
биквартертономъ. 

Во второй глав'Ь мы развиваемъ аналитическую теор1Ю 
параболическаго бикватерн10на, разсматривая его какъ ква- 
терн10нъ, у котораго коэффицхентами служатъ комплексный 
числа а + соЪ,со*=0. Весьма существеннымъ для теорти пара- 
болическаго бикватерн10на намъ кажется введен1е понят1Я о 
4>ункщи комплексныхъ чиселъ этого вида. Только благодаря 




^ 



— 9 — 

ему мы им-Ьемх возможность представить формулы теор1и би- 
кватершоновъ съ желаемой простотой и изяществомъ въ вид'Ь 
тожественномъ съ формулами теор1и кватерн10новъ и т. о. 
формулировать общее положенхе: всЬ безъ исключешя формулы 
тсорхи кватерн10новъ могутъ быть разсматриваемы какъ фор- 
мулы теор1и бивватернхоновъ. 

Третья глава посвящена бол4е подробному изучешю 
геом. свойствъ операщи умножения и д'Ьлен1я бивекторовъ и 
бикватерн10новъ. Параграфы, въ которыхъ идетъ р-Ьчь о Д'Ь- 
лен1и бивекторовъ представляютъ развитхе первыхъ двухъ §§ 
с „РгеПтхпагу 8ке^^1" въ дух-Ь „Е1етеп1;8 оГ ^иа^е^п^оп8*' На- 
ттоп'а. 

Изъ тожества формулъ теор1и кватерн10новъ съ форму- 
лами теор1и бикватершоновъ и возможности инт^ретировать д*^ 
эти посл4дн1я каЕъ формулы винтоваго счислешя вытекаетъ 
весьма общая теорема, формулированная нами въ начал']^ пер- 
вой главы второй части; изъ нея между прочимъ сл-Ьдуетъ, 
что когда мы будемъ въ формулахъ геометрхи или механики 
эвклидова пространства, элементомъ котораго служитъ точка, 
считать всЬ числа коплексвыми вида а ч- а>&(б}' = 0), то 
всЬ эти формулы могутъ быть интепретированы какъ фор- 
мулы геометр1и или механики пространства шести изм'Ьрен1й, 
элементомъ котораго служитъ бивекторъ. Развитхе этого по- 
ложешя и составляетъ первую главу второй части. 

Во второй глав* мы переходимъ къ приложен! ю винто- 
ваго счислен1я къ изучен! ю группъ винтовъ ( въ смысл* 
ВаП'я) и показываемъ связь бикватерн10новъ съ группой (въ 
смысл* 8. Ые) эвклидовыхъ движен1й. 

Навонецъ въ третьей глав* мы излагаемъ свойства вин- 
товыхъ интеграловъ ур. механики и изсл'Ьдуемъ отношенхе 
ихъ къ подгруппамъ движен1Й эвклидова пространства. 



ЧАСТЬ ПЕРВАЯ. 
Глава I. 

1. Движете твердаго т^ла въ течен1и безконечно малаго 
промежутка времени есть винтовое движен1е, тавъ что мы 
можемъ воспроизвести его, если свяжемъ т']^ло неизм'Ьняемо 
съ гайкой н']^вотораго винта и сообщпмъ этой посл'бдней 
определенную угловую скорость. Характеръ движен1я гайки 
по винту не зависитъ ни отъ рад1уса того цилиндра, на 
которомъ расположены нар'бзки винта, ни отъ формы этихъ 
посл'Ьднпхъ, ни отъ положен1я гайки на винт^, а только отъ 
отношен1я между одновременными поступательнымъ и враща- 
щательнымъ перем'Ьщен1ями гайки, отношен1я, которое назы- 
вается параметромъ винта и связано съ шагомъ винта ур.: 
шагъ = 2л"><параметръ. Для насъ, следовательно, винтъ вполне 
характеризуется его параметромъ. 11оложен1е винта мы можемъ 
определить положен1емъ его оси, а угловую скорость движен1я 
гайки — задать векторомъ 22, раввымъ угловой скорости, ле- 
жащимъ на оси винта и нааравленнымъ такъ, что для глаза, 
помещеннаго въ конце вектора и смотрящаго на его начало^ 
вращен1е гайки кажется происходящимъ по часовой стрелке. 
Итакъ движен1е твердаго тела во всяшй моментъ определяется 
некоторымъ винтомъ б (его осью и параметромъ Рб) и век- 
торомъ Д лежащимъ на оси винта. 

Съ другой стороны движен1е твердаго тела вполне опре- 
деляется угловой скоростью И вращен1я тела вокругъ какой 
нибудь точки О и скоростью V этой точки. Мы имеемъ, сле- 
довательно, два способа определять движен1е твердаго тела 
во ВСЯК1Й моментъ и понятно, что возможенъ переходъ отъ 
одного способа къ другому, такъ что по данной точке О и 
векторамъ Д и Т^, мы можемъ построить винтъ и векторъ В, 
и наоборотъ. 
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Если векторы 12 и Т^ заданы проэкщями ихъ на прямо- 
угольныя оси х^ «/, <г?, иы-Ьющзя начало въ точкЬ 0\ векторь 
й — проэкц1ями р^ д, г, векторъ V — проэкц1ями — а, &, с, та 
винтъ б строится т. о.: его параметръ Р(У, равняется: 






(1> 



-!>/ его ось проходит^ черезъ точву, координаты которой суть 



^0 = 



ОС — гЬ 



, У.-"^. .,=^-^!^,гд'ЬЯ'=У4-9'Ц-гЧ2> 



И параллельна вектору й. Что же касается вектора 7?, та 
онъ равенъ и параллеленъ вектору 12. 

Величины ^,^,г.а,й,с опредФляютъ винтъ б; мы будемъ 
называть ихъ Ийскег'овыми координатами. Но нетрудно ви- 
деть, что для построен1Я винта мы должны знать 5 величинъ: 
4 величины, чтобы определить положенхе прямой — его оси, и 
пятую — его параметръ, а потому между 6 РШскег'овыми ко- 
ординатами одна должна быть лишней. И действительно, изъ 
предъидущихъ формулъ ясно видно, что винтъ (5 зависитъ не 
отъ величинъ ^9,д',г,а,6,г, а только отъ ихъ отношешй, такъ 
что РШскег' овы координиты суть однородныя координаты 
винта. 

Когда намъ данъ винтъ б и векторъ 12, лежащтй на его 
оси, то векторы 12 и Т^ для точки О определяются т. о : век- 
торъ 12 равенъ и параллеленъ вектору ^В, векторъ же У есть 
скорость, которую будетъ им^ть точка О, если мы свяжемъ 
ее съ гайкой винта б и сообщимъ этой последней угловую 
скорость 2?. 

Совокупность векторовъ 12 и Т' мы будемъ наз. §ивоз^:^ 
шо ромъ, Векторъ 12 его главн ымъ векторомъ или главн он> 
частью, векторъ V — его моментомъ, точку О — его точкой при- 
вёденТя, и наконецъ величины !Р'^(1ч'г,^а^,^с его Иискег'овыми 
координатами. Ось и параметръ винта (У, определяемаго би- 
векторомъ, мы назовемъ осью и параметромъ бивектора (12, V). 
Про бивекторъ (12, У) мы будемъ говорить, что онъ лежитъ 
Ба винте О или действуетъ по винту б. 
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2. Формулы преобразовангя координашъ бивектора {винта) . 
Проведемъ черезъ точку О новую систему координатъ {х\у\г^) 
и означимъ черезъ р\с[ У ^а' Ъ\с' проэкщи векторовъ й и "Г 
на новыя осн. Если положеше новой системы координатъ 
относительно старой определяется схемой 
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то между р\2'^г'У^Ъ\с и р-^^^т^а^^с будутъ существовать со- 
отношеБ1я 

р'=.р\ + ^^ ^ 4- Г7^ а'=а^А^ 4- Ъи^ + су^ 
Ч'=р\ "*" Ш% "^ ^^2 Ъ'=а\ 4- 6/г, -ь сУд (3) 

Очевидно, что величины р\^'У^а\Ъ\с' суть координаты бивек- 
тора (Д, 7) (винта б) относительно новой системы координатъ, 
и предъидущ1я формулы мы можемъ разсматривать какъ фор- 
мулы преобразован! я координатъ бивектора (Д, V) (винта б), 
когда начало координатъ остается прежнимъ и изменяется 
только направлен1е осей. 

Если новая система координатъ будетъ безконечно близка 
къ старой, то новыя координаты будутъ безконечно мало отли- 
чаться отъ старыхъ, и помощью известныхъ формулъ кинема- 
. тики мы найдемъ, что безконечно малыя приращен1я коорди- 
натъ ^р,^д,^^,с5'а,б6,(Ус будутъ: 

^р = ^6с—^^Ь (Га - Ъ^с—сбЬ 
6д = г&а — р^с &Ь « сба — абс 
6г==р6Ь — ^6(^ 6с=а6Ь—Ъ&({ 

гд* 6(1^дЬ,6^у суть составляющ1я по осямъ координатъ безко- 
нечно малаго вращен1Я, переводящаго старую систему коорди- 
натъ въ новое положен1е. 
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Зная ^?,д'/,Л5б,с мы можемъ найти скорость Р какой 
нибудь точки О' т-Ьла и угловую скорость вращен1я т'Ьла — й' 
вокругъ точки О'. Означивъ черезъ 'р\(1 чГ\о! ^ ^а! соответствен- 
но проэкщи й'и Р на оси координатъ 0(х.у^г)^ черезъ /,ш,1г 
координаты точки О относительно той же системы координатъ, 
мы им^емъ сл4д. формулы кинематики: 

^'=5 У=Ь-\' г1 — уп (4) 

Зам-Ьтимъ, что величины р\(1У^а\Ь\с^ мы можемъ разсмат- 
ривать какъ проэкщи О! и V на оси {х\у\г')^ им'Ьющ1я начало 
въ О' и соответственно параллельныя осямъ х.у^г и, сл^д., 
считать эти величины координатами бивектора (Д', V'). 

Бивекторомъ (Й/7^) мы также хорошо можемъ определить 
движете т-Ьла, какъ и бивекторомъ (12, 7), и т. к. оба они 
относятся къ одному и тому же движешю, то винтъ б\ который 
мы можемъ построить помощью бивектора {01 , Р ) также, 
какь раньше мы строили винтъ б помощью бивектора (й, Т), 
долженъ быть тожественъ съ этимъ последнимъ: оси б* и б" 
должны совпадать и параметры ихъ должны быть Одинаковы. 
Т. 0. /?,9,г,а,6,с и у ,§',г' ,а',&',с' будутъ Пйскег'овыми коор- 
динатами одного и тогоже винта б. Первая система опредё- 
ляетъ винтъ относительно осей 0(х^у^г)^ а вторая — относительно 
осей 0\х* ,«/' ,^'' ) и формулы (4) представляютъ формулы пре- 
образован1Я однородныхъ координатъ винта (У, когда мы, не 
изменяя направлен1я осей, перемещаемъ начало координатъ 
(точку приведешя). Сравнивая бивекторъ (Д', Р) съ (й, Т'), 
мы видимъ, что векторъ Й' равенъ и параллеленъ вектору Й. 
Кроме того, т. к. ось и параметръ (У служатъ осью и па- 
раметромъ бивектора (й' , Р), то изъ предъидущаго мы зак- 
лючаемъ: главные векторы бивекторовъ (й', V) и (й, V) 
равны и параллельны, оси ихъ совпадаютъ и параметры ихъ 
одинаковы. Вследств1е этого свойства бивекторовъ (й, V) и 
{01 ^У) мы можемъ считать ихъ тожественными, мы можемъ 
считать ихъ однимъ и т^мъ же бивекторомъ. Назовемъ его а; въ 
первомъ случае точкой приведев1я а служить точка О и би- 
векторъ характеризуется двумя векторами й и 7, во вто- 
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ромъ — точкой приведен1Я служить О' и а характеризуется 
двумя векторами П =Л и Р . Координаты бивектора а отно- 
сительно осей 0{х^у,г) суть р^^,^^а^Ь^с\ координаты того же 
бивектора относительно осей 0(х' ,^^,2'), суть^?' ,д' У ,а',&',с^, и 
формулы (4) мы можемъ разсматривать какъ формулы пре- 
образован1я координатъ бивектора, когда мы перем'Ёщаемъ на- 
чало координатъ (точку приведен1я), не изменяя направлен1я 
осей. Винтъ, определяемый бивекторомъ а, который до сихъ 
поръ мы означали буквой (У, будемъ означать теперь тою же 
буквой а. 

При безконечно маломъ перем-Ьщеши начала {б1,^т^6п), 
мы изъ формулъ (4) получаемъ для безконечно малыхъ при- 
ращен]й координатъ выражешя: 

б^р = 6а ^ дб^г — г 6т 
(5^ « О 6Ъ = гб1 — рбп 
(5'г«0 бс^рбт — дб1 

Формулы для общаго случая преобразован1я, когда изме- 
няется какъ начало кординатъ, такъ и направлен1я осей, най- 
дутся помощью (3) и (4). Если новая система осей безконечно 
близка къ старой, то безконечно малыя прира1цен1я коорди- 
натъ мы найдемъ, складывая приращен]я, получаемыя ими 
при перемещеши начала съ приращентями — при поворот* 
осей: 

6р = дбс — гбЬ 6 а =^Ъбс — сбЬ — гбт -ь дб'п 
6д = г 6а — рбс 6Ь = с6\\ —абс —рбп ■+• г 61 (5) 

бг'^^рбЬ—дба 6 с = абЬ — Ьба-^ дб1 +р6ш 

Резюмируя теперь все вышесказанное, мы приходимъ къ 
такому результату: каждый бивекторъ опред^ляеть некоторый 
Бинтъ и векторъ лежащ1й на оси винта. Обратно, винтъ и 
векторъ, лежащШ на его оси опредЬляетъ некоторый бивек- 
торъ. Формулы (3), (4) и (5) представляютъ формулы преобра- 
80ван1я координатъ бивектора (винта), первыя — при изм^ненш 
направлешя осей, вторыя — при перемене точки приведен1я и 
третьи — въ общемъ случай безконечно малаго перем4щешя 
ч;истемы координатъ. 

Т* к. р,д^г^а^Ь,с суть однородныя координаты винта а, то 
понятно, что по данному винту а определяется только отно- 
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шен1Я между р^^^'^^^о^^Ъ^с и, сл-Ьд., каждому винту а отв-Ьчаехъ 
оо* бивекторовъ а, лежащихъ на винт* а. Если же мы по- 
€тавимъ условхемъ, чтобы й'=1, то данному винту а будетъ 
отвечать определенный бивекторъ и въ этомъ смыслЬ бивек- 
торъ (й, Т^), причемъ длина й=1, можетъ быть названъ также 
винтомъ а. 

3. Частные случаи. Если мы возьмемъ точку О на оси 
бивектора (напр. возьмемъ за точку О' точку {х^чУ^^2^^^)), то 
видъ бивектора значительно упростится: оба вектора О м^ V 
будутъ лежать на оси бивектора и отношеше V* :^^■=ЬРа^ 
<5мотря по тому, будутъ ли векторы V 11 О имЬть одинако- 
•вое или прямо противоположное направлен1е. Если, при по- 
€тоянномъ Р , О будетъ уменьшаться, то Ра будетъ рости и, 
при й=0 сделается ^ со. Тогда для вс4хъ точекъ приведен1я 
12 = и.. Р остается однимъ и т^мъ же векторомъ: т4ло бу- 
детъ им^ть поступательное движенхе и для оси бивектора 
будетъ определенно только направлен1е— совпадающее съ нап- 
равлен1емъ вектора 7, положенхе же оси будетъ неопределенно. 

Итакъ, когда ^? = д=г— О, величины же а,6,с не все рав- 
ны нулю, то параметръ бивектора == сю, положен1е его оси 
неопределенно, а направленхе ея определяется векторомъ V. 
Винтъ безконечно большаго параметра определяется вполне 
направлен1емъ. 

Когда ^ра+^6^-^с=0, причемъ не все величины р,9,г 
равны нулю, то параметръ винта а равенъ О и движен1е 
тела есть вращательное движен1е вокругъ оси а. Если мы 
возьмемъ точку ириведен1Я на оси, то Р = О я бивекторъ 
будетъ характеризоваться векторомъ й, лежащимъ на оси; 
винтъ же параметра нуль вполне определяется его осью или 
векторомъ ^=«1, лежащимъ на оси. 

4. До сихъ поръ бивектору (й, V) мы придавали кинема- 
тически смыслъ. Но Ро1П8о1 показалъ, что подобно тому, 
вакъ движенхе твердаго тела характеризуется бивекторомъ 
Л,Р и точкой приведен1я О, такъ всякая система силъ, при- 
ложенныхъ къ твердому телу эквивалетна одной силе -В, при- 
ложенной къ какой нибудь точке О тела и паре силъ, опре- 
деляемой ея линейнымъ моментомъ (?, и ел^д., характери- 
зуется также бивекторомъ {К, О) и точкой приведен1я. Рохпзок 
своими работами оказалъ величайшую услугу механике, вы- 
яснивъ тожество геометрическихъ построенШ, которыя мы 
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употребляемъ въ кинематикЬ при сложен1и и разложен1и 
угловыхъ и поступательныхъ скоростей съ подобными же по- 
строен1ями динамики при сложеши и разложен1и силъ и паръ 
силъ, приложенныхъ къ твердому т-Ьлу . Изъ его работъ 
сл-Ьдуетх, что законъ по которому меняется бивекторъ Ву 
О съ изм'Ьнешемъ точки приведен1Я О, тожественъ съ за- 
кономъ изм'Ьнешя бивектора (^у V) (форм. 4), что бивекторъ 
(Л, О) также можетъ служить для построен1я н-Ькотораго винта, 
какъ и бивекторъ (й, V), что какъ тотъ, такъ и другой бивек- 
торы принимаютъ простМш1й видъ, если точка приведен1я 
будетъ взята на оси винта, словомъ, что геометрическ1я свой- 
ства бивекторовъ (ИуУ) и {В,0) тожественны. Итакъ, съ геомет-* 
рической точки зр']^н1я безразлично, опред']^ляетъ ли данный 
бивекторъ движенхе тэердаго т'Ьла или характер изуетъ систему 
силъ, къ нему приложенныхъ. 

5. Сложепге и вычишапге бивекторовъ (винтовь). Пусть 
мы им-Ьемъ два бивектора а{руЬ,г^а^ЬуС) и МРхЯн^^г^^хАл)- 
Суммой бивекторовъ а т /в называютъ бивекторъ у, коорди- 
наты котораго суть (^>^-^?1,-^^^-^^^,а4-а^,6+6^^с^-с^. Би- ^ 
векторъ у наз. также сложнымъ бивекторомъ, бивекторы же 

а и /9— слагающими. Зависимость между а^/З пу выражает- 
ся равенствомъ у^^а^/в. Винтъ, определяемый бивекторомъ 
у наз. суммой винтовъ а и у5, а эти посл'Ьдн1е. слагающими 
винтами. Операц1я сложентя бивекторовъ хорошо изсл'^дована. 
Не входя въ подробности, мы зам4тимъ только, что сдожеше 
бивекторовъ можетъ быть сведено къ построешю цилиндрои- 
да — поверхности, представляющей собой алгебраическ1й коноидъ 
третьяго порядка, что эта операц1я коммутативна и ассоц1а- 
тивна и что бивекторъ ^=а+/5 остается однимъ и т'Ьмъ же 
бивекторомъ, къ какой бы координатной систем'Ь ни были 
отнесены бивекторы а и /?. 

Вычиташе бивекторовъ определяется какъ операцхя обрат- 
ная сложен1ю. 

6. Умноженге. Подъ операцгей умножен1я бивекторовъ 
мы будемъ подразум'Ьвать операц1ю, обладающую сл'Ьд. свой- 
ствами: 

А* Она должна быть двояко дистрибутивной („йхб^пЬпйу 
т вешеп ЬеИеп ТЬеНеп", Напке!, 1. с, р. 31) по отношешю къ 
операщи сложешя, т. е., если мыозначимъ черезъ а, ^^, / три 
бивектора, символомъ ^(а./в) произведенхе бивектора ^ на а, 
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то 

9^(а +/,<?) = у)(а,^) + 9о(Г;/?) 

В. Она не должна зависить отъ выбора системы Еоорди- 
натъ, Еъ которой мы относимъ данные бивекторы (винты), 
т. е. при однихъ и тфхъ же множителяхъ результатъ умно- 
жешя долженъ быть одинъ и тотъ же, какова бы ни была ко- 
ординатная система осей. 

Мы пояснимъ ниже точн'1е смыслъ этихъ требовашй на 
каждомъ изъ т^хъ случаевъ, которые намъ придется разсмат- 
ривать. Какъ въ теор1и кватерн10новъ разсматриваютъ трехъ 
типовъ произведенхе векторовъ: скаларное произведенхе, рав- 
ное взятому со знакомь — такъ наз. геометрическому произве- 
дешю двухъ векторовъ, векторное произведен1е и, наконецъ, 
произведен1е третьяго типа, которое наз. просто произведешемъ 
и выражается квартерн10номъ, такъ и мы будемъ различать 
три типа операщи умножешя бивевторовъ , аналогичныхъ 
указаннымъ типамъ умножен1я векторовъ. 

7. Скаларное произведете. Пусть мы им^емъ два бивектора 

«(^»Л?^з»^4)^б»^в) и ^{у,уУ^,Уг,У,,Уь^УьУ Скаларнымъ произве- 
дешемъ бивектора ^В на бивекторъ а — будемъ означать его 
знакомъ 8а^ — мы назовемъ функц1Ю коордннатъ бивекторовъ 
а 11 /3: (р{х^,х^, . . . х^\у^,у^, . . . у,) = у)(л?,у), обладающую 
свойствами А Е В. Разсмотримъ отдельно эти свойства. 

Свойство А. Если у{у^'У2УгУ^у1у^) есть какой нибудь 
бивекторъ, то свойство А выразится равенствами: 

8(а +7)/? = 8а^ + 8у^ 

Замечая, что координаты бивектора /5+7 сутьу^ ч-у,',.., 
- У,+У^\ и что 

8а[^-^у)^(р{Х,,Х^, • . . Же; Уг-^Уг^У.-^У,'^ ' • • Уб+Уб'). 

8ау^^{х,,х,, . . . х^\ у1,У^, . . . уЛ? 
мы можемъ представить первое равенство такъ: 

^(р{х^, . . . х^\ у,, . . . Уе)+9)К, . . . %:, у/, . . . у1), 
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или короче: 

Подобнымъ же образомъ второе равенство приметъ видъ: 

Эти равенства должны тжкть м^сто, каковы бы ни были 
х^у^у[. Дифференцируя первое по у^ и полагая у^=^у^^у^ = 
'^Уа^Уъ^Уь^^^ мы получаемъ равенство 

д>'у,{х,, х^\ у/, .... у/)=Уу1К» ^в; О, . . . .0) 

справедливое при всякихъ у\ изъ котораго мы видимъ, что 
9?'у1 не зависитъ отъ аргументовъ у^уУ^. > * - у^- Функц1Я д) 
будетъ, сл-Ьд., линейной функщей отъ у^: (р-^М^у^+Ь,у гд4 
М^ зависитъ только отъ о?, а Х^, отъ ж иу^,Уз> • • -Ув- Также 

докажемъ, что и д^у^— — *- не зависитъ отъ у^зУ,, • • • Ув' отку- 

да, припоминая, что Д не содержитъ у^ , найдемъ Д «Ж^Уз^- 
Хз, гд* М^ есть функц1я только аргументовъ л;, а //^ отъ 
аргументовъ о? и у^^^у^^у^^^у^. Продолжая дал-Ье эти разсужде- 
Н1Я, убедимся въ конц'Ь концовъ, что функц1я д) есть функщя 
линейная относительно у^^У^^- • * У^ Совершенно также, исходя 
изъ втораго равенства, мы найдемъ, что (р есть линейная 
функц1я также и отъ х^^х^^ . . . х^^ и ел 4 д., 

гдЬ Ж", и^шл^8ц (г,А;= 1,2,3,4,5,6) суть величины постоянныя. 
Если положимъ У1 = у, = . . .у^ = 0,у/=у/ = . . .Уе'*=0 — въ ра- 
венств* первомъ и ж^=а?2=. . . а;д=0, у/ = У2') = « • •Ув'"'^ — 
въ равенств'^ второмъ, то они примутъ видъ: 

(р{х^^...х^\ о,... 0) =29о(л?1, ...л?е; о, . . . 0) 
9(0, ... о ; У1, . . . Ув) = 290(0, . . . 0; у,, . . . у.), 

откуда заключаемъ, что скаларное произведете обращается 
въ нуль, если одинъ изъ бивекторовъ исчезаетъ. Чтобы удов- 
летворить этому свойству функщи 9^, мы должны коэффицхен- 
ты Ж; //, Ш]^ положить равными нулю. Т. о. мы окончательна 
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еаходимъ, что (р должна быть билинейной однородной фунв- 
-Д1ей отъ X л у: 

(р - ^8ЦХ1УЛ. 

8. Свойство В. Означая х,-,х^',х^\х^,х,\х^\у^',у^^,у^',у,\у,\у^ 
1аовыя координаты т'&хъ же бввевторовъ а и /?, отнесенныхъ 
въ новой систем*! воординатъ, мы должны на основан1и усло- 
В1Я В им-ЬтБ равенство ^{х\у^)^(р{х^у)^ воторое должно сде- 
латься тожествомъ, вавова бы ни была новая система воорди* 
натъ, если мы выразимъ новыя воординаты х\у^ черезъ старыя 
X и у. Предполагая, что новая система воординатъ лежитъ 
безЕОнечно близво въ старой, мы будемъ им*ть ж',«ж,ч-($Ь/, 
у'к = Ук + 6ук (г>= 1,2,3,4,5,6), (р{х\у') = (р{х,у)'{'^(р{х,у), и 
усдов1е В приметъ видъ <р{х,у) + ^(р{х,у)'=^(х,у) ^ отвуда 
6(р{х,у) « 0. 

Развернемъ выражен1е (^^{х,у). Безвонечно малыя при- 
ращен1я б'х и %, нолучаемыя воординатами при безвонечно 
маломъ перем'1щен1и системы осей определяются формулами* 
(5), воторыя при новыхъ обозначешяхъ дринимаютъ видъ 

^х^^х^бс — х^бЬ 

6х^=х^&а — х^бс 

6х^ = х^ 6Ь — х^ба (6) 

дх^ ^х^^с — х^6\> -^х^бп — х^бш 

^х^ = х^ба — х^бг-^х^ 61 — х^бп 

6х^ = х^ (У 6— а?^ 6а -н х^ 6ш — х^ 61 

• • 

Тавикн же фориулаыи выразятся и приращешя %. Подставивъ 

^х и сГу въ <^до " ^-^^^1 + ^-^^У)е, мы будемъ им4ть 

$<р = Ш + Мбт + Нбп + Ша + Я9<Г6 + 6(Ус, 

2* 
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гд* 



т д^> д(р , д(р д^> 

ог д<Р дФ дФ дФ 

дх^ « дх^ ' ду^^^ ду^^* 



дер д(р _ , д(р _ д^_ 



'^дх,''' дх.^^'^ду^' ду,У' 



к М^ N получаются изъ X, а. Ш, (§ изъ 21 круговой переста- 
новкой буквъ х^,х^,х^] У,,У^,Уг\ ^4)^Л;У*?У5»Ув- Члены 2/^^/4- 
Ж^'т+^V^^п въ()'9^ Быражаютъ приращеше, которое зависитъ^ 
только отъ перем']&щен]я начала координатъ, а члены 31(Ь + 
Я3<1^6ч-6Л — отъ перем'Ьны направлен1я осей. 

9, Т. к. б1^$т^дщ6а^^Ь^6с соверц1ен:цо произвольны и меж- 
ду собой независимы, то условхе ^9^ = распадается нашесты 

1:«0, Ж=0, Ж«0 (а) 

Щ = 0, Ш = 0, 6 = 0, (Ъ> 

которыя должны быть удовлетворены каковы бы ни были х^у^ 
такъ что коэффещенты этихъ ур. при различныхъ х л у долж 
ны быть равны нулю. Первая система ур. представляетъ^ 
услов1я, чтобы функщя д) не м'бнялась при перем'Ьщен1и на- 
чала координатъ, а вторая — при изм']&нен1и направлен1я осей. 
Изъ первыхъ трехъ ур. мы находимъ, что 

^14'"^15~^зв"^*1 '^^б* "^вз""^^? скажемъ, 

и что ВСЁ остальные коэффищенты, у.которыхъ хотя одинъ^ 
изъ значковъ > 3, равны нулю, такъ что 

9р(л?,у) Нх^У,+х,у, +х^у^+х^у, ^х,у^ +ж,уз) +^ваХ1Ул^ 

1 

Для всякой функщи, которая при изм-^^неши направлен1я* 
осей координатъ не меняется, совокупность членовъ %ай + ^^\у 
ч-бЛ равняется нулю7 и функщя тожественно удовлетворяетъ 
ур. (Ъ). Такую функц1Ю представляетъ первая часть 9^(а?,у)г 
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— Л(а?^у, 4- л?зУ^+а?,Ув+л?4У1-*-^5Уа-*-^вУа)? ибо она равняется 
произведенхю — к на сумму двухъ геометричесвихъ произведе- 

шй: вектора {х^^х^^х^) начевторъ (у^,у5-Ув) ^^^^'^'^Р* (^4Л)^в) 
^а векторъ {у^^у^^у^)\ эта функщя удовлетворяетъ, сл4д., ур, 
^Ъ), а т. к. 9ТИ ур. линейны, то и вторая часть (р^ взятая 
•отдельно, должна удовлетворять т1^мъ же ур.. 

3 

Подставивъ 281]^1у]^ въ ур. (Ь) и приравнявъ нулю коэф- 

1 

фищенты при различныхъ ж и у,мынайдемъ 5^^ -"^^з^^зв *""^^1) 
*^и '^='^31 ^^2г — ^я» ^^81 =*^11 ""О и т. о. для д> окончательно по- 
^гучимъ выраженье: 

—Щ,У, -^х^у^ +х^у^ +ж,у, +х,у^ +ж.Уз) 

10. Каковы бы ни были коэффищенты к и\ фувкц1Я9> 
«е м'Ьняется не только при безконечно малыхъ, но и при ко- 
нечныхъ перем'Ьщен1яхъ системы воординатъ; она будетъ, сл-^^д., 
удовлетворять ыЛжъ выше поставленнымъ услов1ямъ. Т. к. 
коэффиц1енты к и \ остаются неопред'Ьленными, то сущест- 
вуетъ безчисленное множество функщй, изъ которыхъ каждая 
можетъ быть названа, согласно нашему опред']&лен1ю, свалар- 
нымъ произведен1емъ бивекторовъ а и /?; функщя (р пред- 
ч^тавляетъ ихъ общ1й видь. 

Не нарушая существенно общности вида фунщи (р^ мы мо- 
можемъ одному изъ коэффищентовъ к или \ дать н'Ькоторое 
вполне опред']Ьленное (отличное отъ нуля) значенье; положимъ 
\^\. Считать \^1 заставляетъ насъ то соображеше, что 
въ частномъ случае, когда бивекторы обратятся въ векторы, 
им4ющ1е общее начало, т.е. х^^х^^х^=^у^^у^^у^*^^^с1^' 
:ларное произведете бивекторовъ должно обратиться въ свалар- 
ное произведенье вевторовъ (х^^х^^х^) и {у^.у,,у^), т. е. въ — 
{х^У,'^х^у^-^х^у^)у и, сл-Ьд., А;^ — 1. Что же касается докоэф- 
^ищента А;, то мы оставимъ его неопред^леннымъ; мы увидимъ 
дал'Ье, что подъ к мы должны будемъ подразум'Ьвать не ко- 
личество, а н1(которнй. свмволъ, смыслъ и свойство вотораго 
Ю1фед1(лятся ниже. ' 

Итавъ, употребляя божЬе обычное обозначенье воординатъ 
^вевторовъ ак /3 буввами р^^^г^а^Ь^с^ сваларнымъ произве- 
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ден1емъ двухъ бивекторовъ а на /б м« будежъ называть вы* 
ражеше: 

8аВ^—(рр^ +^^^^^^^)—Мро^, 4-д6^ ч-гс, +Рxа•\'^^Ъ+^^с) (7> 

гд4 ^?,ч,^,«Ас суть координаты бивектора а, а^?,,г1,г^,а^Д,С1 — 
бивектора ^. 

11. Векторное произведеиге. Бекторнымъ произведешемъ 
бивектора ^3 на бивекторъ а — будемъ означать его символом^ 
Та^в — мы назовемъ бивекторъ, обладающ1й свойствами Л и В. 

Координаты бивектора 7а/?: ;8г^,-8^,,;8Гз,-г^,^5Л Д^*^*^'' быть неко- 
торыми функщями отъ координатъ бивекторовъ а ^ ^\ 

^*=9>Д^1ЛЛ)^.ЛЛ; Ух^У^Ж^У.^Уь^Уд г= 1,2,3,4,5,6. 

Посмотримъ, что мыможемъ судить о вид% этихъ функ- 
кШ на основан1и свойствъ Л и Б бивектора Га/?. 

Свойство А. Свойство дистрибутивности векторнаго умно* 
жен]я выражается равенствами: 

7а05ч- у) - Га5+ Гау 
7(а-|-у)/?= 7а/?+ 7//? 

Понятно, что каждое изъ нихъ равноси1Ьно шести ра- 
венствамъ между координатами бивектора, стоящаго въ л^вой 
части, и одноименными координатами бивектора правой части: 

г«1,2,3,4,5,6. 

Изъ этихъ равенствъ мы видимъ, что каждая изъ функ- 
щй (р1 должна тожественно удовлетворять тЬмъ двумъ равен*- 
ствамъ, которымъ въ § 7 удовлетворяла функция ^. Отсюда, 
дрямо сл^дуетъ, что функц1и ^1 должны быть билинейными 



Ач 



— 23 — 
однородными функц1ями воординатъ X Е у: 

Выражен1й для другихъ фунвцтй мы не выписываемъ, 
ибо сейчасъ увидимъ, что они весьма просто получаются изъ 
9>1 и (р^ на основанхи свойства В^ въ анализу вотораго мы 
теперь и переходимъ. 

12. Свойство В. Это свойство предъявляетъ въ до,- следую- 
щее требован1е: въ вавимъ бы воординатнымъ осямъ ни были 
отнесены бивевторы а и ^, фунвцхи (р1 должны служить во- 
уо ординатами одно^и того же бивевтора, отнесеннаго въ тЬмъ 
же осямъ, точнее говоря, если х\ у' суть воординаты бивев- 
торовъ а "Л р отнесенныхъ въ новымъ осямъ, то бивевторъ, 
воординаты вотораго относительно новыхъ осей суть ;зг',=« 
9)Дж', у') (г — 1,2,3,4,5,6) долженъ быть тожественъ съ бивев- 
торомъ 7а/5, старыми вооординатами вотораго служатъ фунв- 
Ц1И ^1'=-д>1{х^у) (ё= 1,2,3,4,5,6) и, сл*д., между фунвщями 
^/ = 9^Л^'5У) и ^1^(р1{х^у) должны существовать тав1яже со- 
отношешя, вав1я существуютъ между воординатами одного и 
того же бивевтора, отнесеннаго въ различнымъ осямъ, соотно- 
шешя, воторыя выражаются формулами преобразовашя воор- 
динатъ. Эти соотношен1я должны обратиться въ тожества, 
если мы дг', у' выразимъ черезъ ж, у. Постараемся теперь 
определить фунвщи 9^,- тавъ, чтобы он-Ь удовлетворяли постав- 
леннымъ услов1ямъ при следующихъ преобразован1яхъ воор- 
динатъ. 

I. Изменимъ паправленхе осей тавъ, чтобы ось х^ совпала 
съ у, ось у' съ ^, ось У съ X. Припоминая геометричесв1Й 
смыслъ воординатъ бивевтора, легво видеть, что 

Подобння же соотношев1а будутъ между у я у, г иг. 
Изъ вихъ между прочииъ сл^дуетъ: 

=<р,{х^,х^,х^,х^,х^,х^', у,,Уг,Уг,У>,У„У,)', 
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съ другой стороны 

г\ - ^, = 90, (а;. ,л;, ,а;, ,а;. .ж, ,а;, ; у, ,у, ,Уз ,^4 .Уб >У.). 
и, сл*д., 

=9'. (а?, .а'. .а;. ,ж, ,ж. ,«4; .V, ,У, ,^1 ,У* ,Ув ,У« ), 

ч 

т, е. подстановка 

переводить фунвц1ю (р^ ъъ (р^. Тавимъже образокъ найдемъ, 
что таже подстановка переводить до, въ фз, (р^ въ до, и да- 
л-Ье до^ въ до^, до^ въ до^ и до^ въ до^. Мы видимъ т. о., что 
функщи до,- разбиваются надв* группы ^^^(р^^^р^ ^ 9^4?9^«>9^в> 
первыя легко получаются изъ до^, а вторыя изъ до^. 

II. Изм']Ьняемъ безконечно мало систему координатъ; тогда, 
ва основан1и вышесказаннаго, безконечно малыя приращешя 
функц]й д^19д^2)9з)9^4)9^5'9^в должны выразиться формулами, 
которыя мы полу чимъ, заменяя ъъ {Ъ) х^^х^^х^^х^^х^^х^ соответ- 
ственно черезъ дс»,,до,,до,„до4,9^5»9^в' Изъ шести ур., я'акимъ 
образомъ полученныхъ, мы выпишемъ только первое и четвер- 
тое: 

^(р^ =:.(р^ 8г—^)^6Ь•^^)^ $п — дОд 8ш 
Съ другой стороны приращен1я (Удо^ и 8(р^ выразятся т. о. 

гд4 Ь, ,Ж; Д Д, ,аЗ, Д ; Ь^,Ж,,2У^Д^,®„6, получаются изъ 
выражен!й для Х,ЖД,Щ,Ш,б, данныхъ въ § 8 заи^ной ^ одинъ 
2)азъ черезъ 9>,^ а въ другой — черезъ ^^. Сравнивая вы- 
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ражев1я для 6^■^ и (^90^ мы получвиъ: 

А==0,Ж.= 0Д=0 1 (с) 

31^=0, Ш,=-9Р„6.=908 ^ (<1) 

^,=0,Л/=-9^.,^V,=9^. | (е) 

13. Изъ первой группы шести ур , въ которыя входятъ 
только 9^1<Р29^8> ^''^^ посл'Ьднхя могутъ быть определены. Ур. Ь{=^ 
М^=К^=0^ тожественаыя по виду съур. Ь=:М=N=Оу ко- 
торымъ въ § 9 должна была удовлетворять фунвщя 9^, даютъ 
намъ тЪ же соотношешя между воэффиц1ентами р^]^^ воторыя 
раньше мыим4ли между коэффещентами 5,-^: ^?^^==р,^=рд^=: 
р^^=р^^=р^^=и и вс4 остальные коэффищенты, им-Ьющхе хотя 
одинъ значевъ >^ 3, равны нулю. Т. о. ур. (с) даютъ для ^^ 
выражен1е 

8 

д>,=и{х,У^+х,у^ 4-ж,у, +х^у,+х,у, +х^у,) + 2рцхт (?) 

1 

Составивъ функщи до^ и дОз ^^^ 9^1 подстановкой (8), 
вносимъ теперь выраженхя 9^1, 9^, и 9^^ въ ур. (й) и срав- 
ниваемъ коэффищенты при одинаковыхъ х и у\ мы находим^ 
тогда 

тавъ что, обозначая р^^ черезъ г;, мы им-Ьемь 

при чемъ 9^3 ^ 9^8 получаются изъ §9^ подстановкой (8). Вотъ 
общ1й видъфункщй (р^^^^уд)^,^)1,овлЁТШ)^&вщихъ.у:1^. (с).ж ((!)•- 
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Опред^ливъ функщи 9'1>?'|'9^1) обращаемся ко второй 
групп'Ь ур. (е) и {^). Ивъ ур. (е), сравнивая коэффнщенты 
при одинавовыхъ о; и у, мы находимъ 

«1* =«16 =«.. =0«1 =«». -«.. -« 

<'.«=«4,=«5*=«4,=0. 

и слЪд. 



90, -«(ж^у, +а;,Уб +«зУв +^4^. +а;.у, + а;,у,) + -га,^а;,ул 

1 

Отсюда подстановкой (8) получимъ до^ и у?^. Оставшхеся 
неопределенными коэффиц1енты этихъ функцШ мы должны 
подобрать т. о., чтобы функщн 9^4>9^б59^в удовлетворяли ур. 
{{). Съ этою ц'Ёлью мы должны были бы подставить 9^4, 
9^б?9^в ^"ь УР- (^) ^ зат-Ьмъ сравнить коэффищенты при оди- 
наковыхъ хну. Мы можемъ, однако, упростить вычисленхе^ 
если разобьемъ каждую изъфункщй <р^^^^^^^ на сумму двухъ: 
9^»+з = 1/^*+з-+-Х*+з (^=1/^?3), гд4 х»Ч8 означаютъ члены, им4ю- 
щ1е коэффищентомъ V, и ^р^^^^ вс* остальные члены. Легко 
убедиться, что функщи х»+8 тожественно удовлетворяютъ^ 
у р. (Г), а потому уравнешя (Г), благодаря ихъ линейному 
виду, будутъ удовлетворены функщями до,ч8? если имъ будутъ 
удовлетворять функщи ^р1^^. Но функщи 1/^^+8 тожественны по 
виду съ выражен1ями, полученными нами выше для функщи (р^у 
Я^%^4^% (§), и ур. (^,которымъ должны теперь удовлетворяты//^ ,1/^5 , 
1//д, тожественны СЪ ур. (й), которымъ должны были удовлетво- 
рять функщи 9?, ,9С>,,9),; отсюда прямо сл^дуетъ, что 1/^^ должно 
имйть одинаковый видъ съдо^: '^^'^^(^^Уз — ^^Уз)» гд-Ь^^-^а,, 
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И т. о. 

9^6 =- «^(^ЗУ*— ^1Ув -У.^4+У1^в) + ^, (^эУ1— ^|Уз) 

при чемъ у)^ и 9?^ найдутся подстановкой (8). 

14. Определяя видъ фунвщй 9>,;9>2)9^8?9^4^9^я9^в> ^^ пользо- 
вались только н'^БОторыми равенствами, которымъ должны былсг 
удовлетворять^ эти функщи. Поэтому мы можемъ пока только- 
утверждать, что функщй, удовлетворяющихъ услов1ямъ Ля В 
бол'Ье общаго вида, ч-Ьмъ найденныя нами функщи у), не су- 
ществуютъ, но остается еще пров'&рить д']&йствительно ли эти 
фунвщй удовлетворяютъ услов1ямъ В привсякихъ преобразо-* 
вашяхъ координатъ. Сд-Ьлать эту поверку не трудно, а потому 
мы на ней останавливаться не будемъ. 

Мы видимъ, что функц1и д) содержать два остающихся^ 
неопред'Ёленными воэффищента V я V^. Каждой систем^^ ихъ 
8начен1Й отв']&чаетъ одинъ опред']&ленный бивевторъ и опре- 
д']&ленная операщя построен1я бивектора; каждый изъ этихъ 
бивевторовъ мы можемъ назвать произведен1емъ и каждую ивь. 
соотв'Ётствующихъ операщй — умножен1емъ. Изъ нихъ мы выг 
д^^лимъ, однако, одинъ бивекторъ, отв']§чающ1й значен1ямъ^ 
1^1 =- 0,г; == 1 и будемъ называть его векторнымъ произведешемъ 
бивектора /в на а. Выделить именно этотъ бивекторъ застав- 
ляетъ насъ то соображеше, что бивекторы, отв-Ьчающге дру- 
гимъ значешямъ V я V^ им^ютъ съ нимъ общую ось и полу* 
чаются изъ него весьма просто, если мы увеличимъ его пара- 

метръ на ~ и умножимъ главный векторъ на V. Кром^ того,. 

считать ^1=0, V=^ мы должны еще и по той причине' что- 
въ частномъ случае, когда бивекторы обратятся въ векторы,. 
им4ющ1е общее начало т. е. х^^х^=х^^у^=у^ =1/^=^0 век- 
торное произведен1е бивекторовъ должно обратиться въ век- 
торное произведен1е векторовъ {х^х^х^) и {у^у^у^)^ и, сл-Ьд., 



^.=^,Уз— ^»У. 


^,-0 


^.=^»у.— ^»У. 


.,-0 


^з-«^.У.— ^.У. 


-г.-о, 
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откуда г;=1, V^ =0. 

Итакъ, возвращаясь къ прежнимъ обозначен1ямъ коорди- 
натъ бивектора буквами р^^д^уТ^а^^с^ мы будемъ называть век- 
ториымъ произведенгемъ ^ на и бивекторъ Та/З. координаты 
нотораго сушь: 

Я « ^Р, —г^Р ^ - ^»| —Ро, —{г, а—р^ с) (8) 

В^рд^—р^д С=р\—^а^—{р^)—д^а) 

При этихъ обозначен1яхъ бивекторъ самаго общаго вида^ 
удовлетворяющтй услов1ямъ Л л В, им'&етъ ташя координаты: 

VРу 1'^', VВ 

VА-^'V^Ру VВ^V^^у VС-{-V^В. 

15. Анализъ операщи умножешя бивектора на бивекторъ, 
произведенный нами въ предъидущихъ параграфахъ, можетъ 
«быть безъ существенныхъ изм'Ёненхй приложенъ къ разыска- 
шю самаго общаго вида операщи умножен1я бивектора на 
постоянное число и лостояннаго числа на бивекторъ. Опре- 
деляя эти операц1и какъ операщи двояко дистрибутивный по 
ютношенш къ сложенхю, дающ]я результатъ независимый отъ 
<^истемы координатъ, мы пришли бы къ сл']&дующимъ заклю- 
^ешямъ: об^ операщи тожественны, скаларное произведете 
■бивектора а на постоянное число 8 всегда «О, векторное 
произведете есть бивекторъ, координаты котораго суть: 

V8р, V8^^ V8^ 

V$а^^V^8Ру V8Ъ'^V^8^^ V8С + V^8^. 

Мы не будемъ, однако, останавливаться на этомъ ана- 
лиз*, т. к. дал-Ье мы встретимся съ операщей бол^е обща- 
го вида умножен1я бивектора на некоторое комплексное 
число. 

16. Произведете. Символг со. Примемъ определенную точку 
О за точку приведен1я вс^хъ бивекторовъ, которые мы раз- 
сматриваемъ, и некоторую систему трехъ взаимно перпенди- 
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вулярныхъ прямыхъ за координатную систему. Начало каж* 
даго вектора мы пом^щаемъ въ точк'Ь О и всяк1й вектор'^ 
опред'1ляемъ про9вц1ями на координатныя оси. Условимся 
надъ векторами, имеющими начало въ точк']^ О, производить 
онерац1и ио т1^жъ законамъ, по которымъ мы производимъ 
операщи подъ векторами въ теорхи кватерн1оновъ, иначе го- 
воря условимся представлять всяюё векторъ (2,т,п) комплекс* 
нымъ числомъ вида: 

гд* г, У, к — известные символы теор1И кватернюновъ, для 
которыхъ сл'^^дующая таблица 
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(9) 



слуфитъ таблицей умножешя. 

Всяк1й бивекторъ (р^2^г,а^Ъ,с) мы характеризуемъ двумя 
векторами ^{ру^^^) и Т^(а,&,с). Однако въ частныхъ случаяхъ 
для опред'Ёлен1я бивектора намъ достаточно знать одинъ 
векторъ. Такъ, бивекторъ безконечно большаго параметра 
(0,0,0,а,6,с) определяется однимъ векторомъ 7'(а,й,с), для него 
Д = 0; бивекторъ (;р,?,^,0,0,0) параметра нуль определяется 
однимъ векторомъ й; для него Т^=0. Им^я, следователь- 
но, некоторый векторъ /8{1^ш,п\ мы можемъ характеризо- 
вать имъ два существенно различныхъ бивектора: бивекторъ 
безконечно большаго параметра (0,0,07,т,п) и бивекторъ па- 
раметра нуль (^,^,^,0,0,0). Мы должны, поэтому, иметь какое 
дибудь средство, чтобы различать оба эти бивектора, опреде- 
ляемые однимъ и темъ же векторомъ. Съ этою целью усло- 
вимся бивекторъ (/,т,^,0,0,0) характеризовать темъ же симво- 
ломъ (буквой, комплекснымъ числомъ), которымъ мы характе- 
ризуемъ векторъ (/,т,п), а для обозначешя бивектора (0,0,0^ 
1.ШуП) употреблять тотъ же символъ, сопровождая его факто- 
ромъ сэ. Т. о., если /? есть векторъ (/,^;^), то той же буквой ^ мы 
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ч)значаенъ и бввекторъ (/,9п,п,0,0,0), произведенхекъ же (о15 — 
-бивекторъ (0,0,0,/,т,п). 

Знаку /3 мы придаемъ, сл^д., двояб1й сиыслъ, мы раз- 
сматриваемъ или его вакъ символъ^характеризующхй н'^БОторый 
векторъ (^,ш,п), или Бакъ символъ, характеризую1Ц1й бивек*- 
торъ (/,т,п,0,0,0). Соотв'Ьтственно этимъ двумъ значешямъ ^ 
и символу со мы должны приписать двоякое значен1е. Если /3 
есть векторъ (/,т,п), то со есть символ ъ, который являясь 
фавторомъ § приписываетъ этому вектору опред']^ленный 
смыслъ, заставляетъ насъ принимать его за векторъ, опре- 
д^^ляющ1й бивевторъ (0,0,0,2,ш,п) безконечно большаго пара- 
метра. Если подъ /9 мы подразум'1ваемъ бивекторъ (/,т,п,0,0,0), 
то умножая его на символъ со^ мы получимъ бивевторъ со/5 
'(0,0,0,/,т,п), такъ что символъ о), являясь множителемъ би- 
вектора параметра нуль, преобразуетъ его въ бввекторъ без- 
конечно большаго параметра. 

Пусть мы им4емъ два вектора а^{р,дуГ) и а^{а^Ъ,су^ би- 
>векторы а^у и соа^ им'Ьютъ своими координатами величины 
•(р,Ч,г,050,0) и (0,0,0,а,6,с). Бивекторъ 'а (ру^,^^ауЬ,с) мы мо- 
жемъ разсматривать вакъ сумму бивекторовъ а^ и соа/. 

а^=а^+соа^ (10) 

Выражая векторы комплексными числами: а^=^р1-^^1 + 
гку а^=^аг'\-Ъ)'^ску мы можемъ бивекторъ а представить ко м- 
.плекснымъ числомъ 

а=^рг -+- д] + гк + б}(аг -ь й; + ск) (1 1) 

Итакъ каждый бивекторъ а мы можемъ представить или 
гвъ вид* суммы а^-^соа^ двухъ векторовъ, изъ воторыхъ вто- 
рой умноженъ на символъ со, или въ вид** вомплекснаго числа 
^>г+д1-^гк-{-сэ(аг+Ъ]'^ск)у у вотораго воэффищентами при 
вомплевсныхъ единицахъ служатъ координаты бивектора* 

17. Съ ц'Ьлью раскрыть свойства символа о, умножимъ 
?выражен1е Д -ь со/в^ — Рх г -н д^ + г^ А -+- (и(а^ г -н 6^ ; 4- с^ к) представ- 
ляющее бивевторъ ^, на выражен1е а^-^сэа^ такъ, какъ если 
Ч$н символъ со былъ н'Ькоторой неопред'Ьленной величиной и, 
-опираясь на наши изсл']&дован1я въ §§ (6 — 15), посмотримъ 



— 31 — 

вав1я свойства мы должны приписать символу сэ, чтобы по* 
лученное выражеше мы могли назвать произведенхемъ ^ на а. 
Мы будемъ им^ть: 

^Тг+^З^Ш+со{Аг'^В^л^Ск) (12) 

(О \ — {(ш^ 4- Ь\ + сс^ ) ч- е(Ц - &! с) 4- Л^^1 — ^1 ^) + ^(^^1 —^1 ^)] 

гд* Р^^^В^А^В^С суть координаты бивектора Уа/5 (форм. 8). 
Разсматривая это выражен1е, мы видимъ прежде всего, что 
должны несколько расширить значенге символа сэ, который 
пока им'Ьетъ только смыслъ какъ факторъ вектора или би- 
вектора, теперь же, во второмъ член*!, является множителемъ 
н'Ькоторой скаларной величины. Припишемъ, поэтому, символу 
<о еще одно значен1е: будемъ считать его н'бкоторай комплек- 
сной единицей, такъ что первая строка предъидущаго выра- 
жешя будетъ представлять для насъ комплексное число вида 
в'^н-б>5^. Сравнивая его съ выражешемъ (7), мы видимъ, 
что оно отличается отъ 8а^ только т-Ьмъ, что вместо к въ 
немъ стоитъ символъ со\ к означало у насъ неопред еденную 
величину, будемъ считать теперь это к за символъ со. и со- 
образно съ этимъ видоизм^нимъ опред^лен1е скаларнаго про- 
И8веден]я бивекторовъ /? на а т. о.: 

Скаларнымъ произведепгемь бивектора /3 на бгшекторъ а, 
мы будемъ паз. комплексное число 

8а^ = —{рр^ +2?! +^Л) — ^(Р^1 +2^1 +^^1 +Р1^+91^"*"^1^) 13. 

Итакъ первая строка предъидущаго выражен1я, взятая 
отдельно, есть 8а^. 

Вторая строка представляетъ комплексное число, опре- 
деляющее Уа^ и сл^д. первый дв^ строки мы можемъ пред- 
ставить въ вид* Ва/в+Та/в. 

Если мы возьмемъ новую точку приведешя и составимъ 
изъ вовыхъ координатъ бивекторовъ а и /? выражен1е (12), 
то изъ §§ 8 и 12 будетъ следовать, что первая строка новаго 
выражен1я по прежнему будетъ представляться 8а/3, что вто- 
рая строка будетъ комплекснымъ числомъ, опред']^ляющимъ 
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тотъ же бйвевторъ Уа^ относительно новой системы коорди- 
натъ, такъ что нервыя дв^& строки будутъ им^ть для насъ 
прежнее значен1е 8аВ -ь Та/?. Что же касается до кватершона, 
на который умножается го', то съ переменой точки приведе- 
Н1Я онъ будетъ изменяться. Поэтому, если мы хотимъ выра- 
жен1е (12) назвать произведешемъ /б на а и хотимъ, что- 
бы оно удовлетворяло услов1ю Ву то мы должны совершен- 
но отбросить членъ со^а^^^^ иначе говоря должны символу о 
приписать еще одно свойство: 

Бсякое выраженхе, будучи дважды умножено на символъ 
с», исчезаётъ, или сэ®=0. 

При дтомъ услов1И, какова бы ни была координатная 
система, къ которой мы относимъ бивекторы а и/?, предъиду- 
щее выражеше им4етъ видъ 5а/5-ь7а/?. Если мы означимъ 
его буквами а и /?, поставивъ ихъ рядомъ, и условимся скла- 
дывать так1я выражешя такъ, какъ если бы (о было неопре- 
д^^ленной величиной, то легко вид'ёть, что 

а(/?ч-^) = а/94-ау; (а + у)/? = ^^5 -н у/?, 

гд* у есть какой либо бивекторъ. Т. о. выражен1е ар будетъ 
удовлетворяетъ и требованию Л, и мы можемъ назвать его 
произведешемъ ^ на а. Группируя иначе члены ар им-Ьемъ: 

а/?-аЛ + «(Мх + «Л) 

или л/5=^=^о+«^I, (14) 

(15) 

Выражен1е вида (14) было названо СИЯогй'омъ биква- 

с терн10яомъ (РгеПт1пагу 8ке1^ о{ В1диа*егп10П8). Часть его, 

^ состоящая изъ членовъ, не умноженныхъ на символы г,^",й;, паз. 

скаларною частью, и означается буквой /8^, остальная же часть 

векторною частью и означается буквой V. 

Итакъ мы можемъ резюмировать результаты настоящей 
главы сл'Ъдующимъ образомъ: 



— 33 — 

Драизведенге бивектора /3 на бивекшорь а есть биква- 

тернюнъ ^«=<1о'^^Ч1Г ^^ Чо ^ Чг ^У^^ кватернгоиы^ опр^ 
д^ьляемые формулами (15), а символг со — номплексная едини- 
ца^ облегающая слтдующими свойствами: 

, I. умножая на со бивекшоръ параметра нулъ^ мы полу- 
чаемъ бивенторг безконечно болъишю параметра^ 

II. квадрашъ <о равенъ нулю: «'=0. 

Какова бы ни была координатная система^ къ которой 
мы относила бивекторы ан^^ скаларная часть ^ не измгьняет- 
ся, векторная же часть всегда представляете комплексное 
чмслОу опредгыгяющее одинъ и тотъ же бивекторе^ отнесенный 
къ соотвгьтст^ующей системть координатг. 

Скаларная часть бикватернгона ^ . есть скаларное про- 
изведете, векторная часть опредгъляетг векторное произведете 
^ на а. 



Глава 

18. Хомплексныя числа вида а^ + соа^усо*^0. Чтобы уста- 
новить законы операщй надъ бикватершонами, мы обратимся 
прежде всего въ изучешю комплексныхъчиселъвидаао + с^а^, 
гдЪ а, и а^ с уть некоторый д'бВствительныя, или мнимыя 

числа с -^ Л У — 1, а сэ комплексная единица, обладающая 
свойствомъ 6>*=0. Означая комплексное число а^ + ««1 одной 
буквой а, будемъ наз. а^ главною частью, а^ моментомъ и ^у(.1/ 
отношен1е а^:а^ параметромъ числа а; этотъ посл'Ьдн1й мы 
будемъ означать буквой Р, ставя ее передъ а, такъ что Ра = 
а^:а^. Условимся говорить, что число а становится веществен- 
нымъ, когда а^ обращается въ нуль. Числа а^ и соа^ непри- 
водямы одно къ другому, а потому а«0 тогда и только тогда, 
когда а.=а^=0 и два числа а^=й^-\'Соа^, Ъ=Ъ^+сэЪ^ равны 
только при а^=Ь^ и а^=^^. ' 

Сумму чиселъ а и й мы опред4лимъ формулой: 

а4-6«а,+6, + а)(а^4-6^, (Г) 

«8ъ • которой видимъ, что а ч- 6=6 + а,а + (6 -ь су=(а ч- 6) + с^ • 
т. е. что сложеше коммутативно и ассоцзативно. 
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Въ силу свойства о '=0, произведете Ъ вв^а выразится 
Бомплевснымъ числомъ такого же типа: 

отсюда им^емъ: аЪ=Ъа , а(Ъс)={аЪ)с (2) 

а{Ь + с)=аб +ас,(а + с)б=а6 4-об, 

т. е. система чиселъ вида а^+оа^ есть замкнутая система, 
операцтя умножен1я коммутативна, ассощативна и по отно- 
шен1Ю къ сложен1ю дистрибутивна. 

Опред'Ьляя операщи вычитан1я , д%лен1я и извлечешя 
корня, какъ операц1и обратный сложен1ю, умножен1ю и воз- 
вышен1ю въ степень, им^емъ: 

а—Ь=а, —6, 4- со{а^ —Ъ^ ) 
Ь^\^<Ьг^^ (3) 

У^^УТ-, (1 4- ^со) 

Изъ этихъ формул ъ сд-Ьдуотъ: 

Г О сновныя операщи подъ числами вида а^+соа, про- 
и зводятся такъ, какъ если бы б> было безконечно малой ве - 
личи ной, квадратами и ВЫС; пими РТРПРттями тггуглрпд ]^|д пре- 

небрегаемъ. 

П. Операщи надъ числами вида а^ + с:)а^ подчиняются 
законамъ обыкновенной алгебры. 

Зам'^^тимъ, однако , что разсматриваемыя комплексння 
числа представляютъ н^которыя особенности, когда главиыя 
части ихъ обращаются въ нуль. 

Укажемъ зд'бсь сл']&дующ1я: 

I. Произведете двухъ, или н'^^сколькихъ чиселъ обра- 
щается въ нуль, или когда одинъ изъ множителей равенъ нулю, 
или когда главныя части двухъ множителей равны нулю (или, 
что все равно, параметры двухъ множителей равны безконеч- 
ности) . 

П. Параметръ произведен1я двухъ, или н'ёсколькихъ чи- 
селъ равняется безконечности, когда параметръ только одного 
множителя обращается въ безконечность. 
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III. Когда а =Ь =0,то частное - = -^4-А;«, гд-Ь к неопре- 

делении. 

IV. По опред4лвн1ГО корня квадратнаго, V О есть неопре* 
Д'Ьлёнйое число вида ксо\ число к определяется, если въ вы- 

раженш'Уа изв^стенъ законъ по которому а^ и а, прибли- 
жаются нулю. 

19. Функцги отъ комплексныхъ чиселъ вида а=а^ч-б>а^. 

Всякое выраженхе вида ЯЛо,^1)+с^/](«оЛ) > ^Д* Д^о^х) ^ 
/х(^о?^1) ^У^ь н-Ькоторыл функщи отъ а^,а^, есть комплексное 
число, принадлежащее къ области разсматриваемыхъ зд'Ьсь 
чиселъ и зависитъ отъ а=^а^ ч-«а,. Следуя за О. 8сЬейег8*омъ 
(Уега11§еше1пегип^ йег Сггипй1а^еп йег дет^бЬИсЬеп сотр1е- 
хеп РипсИопеп, ВепсЬ1е йег 8асЬ818сЬеп безеИзсЬаЛ, 1893 и 
^4), такое выражеше мы только тогда будемъ называть функ* 
Ч1ев отъ комплекснаго нерем-Ьниаго а=а^ + сэа^^ когда отно- 
шен1е его безконечно малаго приращен1Я къ соответствующему 
лриращешю переменнаго независимаго (1а=с[а^ -ь сэ^а^: 

дГ.+ д1 йа: ^ ^ г (?/; ^ Ш, дГуа, дГ Ш^л 

яе завиеигь отъ отношешя е2а^: е2а^, каковы бы ни были а^ 
и 0^. Легко видеть, что при такомъ определеши самый об* 
ЛЦ1Й видъ функщи отъ а будетъ: 

. д«.)+«[«/к)+/;(«.)] (4) 

тд-Ь Да^ и Д (а ^ — произвольныя функщи отъ а^. 

Подобнымъ же образомъ, определяя функщю отъ н^сколь- 
кихъ перем-Ьнныхъ а=^^ + соа^ , Ъ=Ъ^ -+• соЬ^ , с=с^ + сос^ , ... 

какъ выражеше Дао)^15^о>^1Г'0 + ^/1(^о?^о5^1?^1— )> которое 
было бы функщей каждаго изъ перем^нныхъ, взятаго въ от- 
дельности, мы найдемъ, что самый общ1й видъ функц1и отъ 
<1,6,с,... таковъ; 

гдъ /* в Д — производьныя фунвщн отъ аф,Ьд,Со,... 

3* 
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Разснатривая функц1ю отъ рдной независицрй перем'1н- 
ной, мы видЕмъ, что фунБЦ1я, вообщб говоря, НО делается 
вещественной, когда перем'Ьнное а^=% + сэа^ становитея веще^ 
ствеввынъ, т.е. вогда а^=0, тааъ что въ области комплекс- 
выхъ чнселъ разсматриваемаго типа всякое выражев1е Ща^:^ 
Дао) + а)Д(ао), мы должны считать функщей отъ а^. Понятно^ 
что производной этой функщи будетъ 1'''К)='/*Ю"+"^//(^о} 
и ивтеграломъ— ^'-*(а,.)=/•-^(а^4-с^/;~'(а^-+-(7, гд4/"-'(а„) и 
/1""Ч^в) сут^ интегралы отъ /\а^ и Д(ар) и С — произвольная 
постоянная. 

Изъ формулы (4) сл^дуетъ дал'1е, что функщя от^и;; 
а вполн'Ь определяется двумя фунвц1дми Да^) и /^Да^). Нр 
фувБщя отъ а привимаетъ видъ ЛйГо) + а7/*Да^, когда пере; 
мънная становится вещественною, и потому функщи Да^) ^ 
Л(^о) будутъ намъ известны, если известны значеБ1я фувкц1Й 
отъ а:=а^'^соа^^ при вещественвыхъ значев1яхъ компл€;всной 
перем'1нвой. Итакъ функцгя отъ комплексной перемгьиной 
вполигь опредгьАяетсА^ если нала даны ея значенгя для веще- 
сшвеиниосъ значенЫ перемгьнной независимой. 

Чтобы по данному значев1ю функц1и отъ вещественнаго- 
перем-Ьинаго В (ао)=/\а^ + сэ/"^ (а^) получить ея выражей1е Р(а)^ 
когда перем'Ьнная станбвится комплексной, мы должны къ 
Р{а^} присоединить членъ с}а^/'(а^'=сэа^^Р^(ао) (см. форм. 4)^ 
я сл4д.: 

Р{а)=Р{а^+а>а,Г{а,). (б) 

Сказанное относительно функщи отъ одной независимой 
перем'Ённой справедливо и для функщи н'бскольки^ъ пере- 

мФнныхъ: функщя 2^(ае,,Ь,,с^,..0=Лй^аЛАг--) + ^1К)5а»^ог-) 
отъ вещественны2;ъ перем'Ьнвых'ь, когда перем'1нныя осхадо- 
вятся комплексными, привимаетъ видъ 

Формулы,. опред']^яющ1я^ Р{а)' и ]Р(аДс,..,}, мы -оче- 
видно пол учаемъ, если В1? выражешяхъ 'функщи 'Р\ао) нг 
Р{а^уЬ^^с^у,.) вместо «оА^ог- подставимъ а^Ъ^Су.. и зат-Ьмъ, 
принявъ (О за бёзкойечно малую величину, разложимъ фунщгй 
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Р въ строку но степеяямъ о» и огравичвцся яервош сте- 
ненью..й>; 

Изъ формулъ (4) и (5), или (€) и (7) вытекаю^ъ ел4дуюг 
1Ц1Я свойства фунЕЦтй отъ вомплексныхъ перем^нныхъ. 

I. Если 5-=йо + ^1 есть фунЕщя отъ а«^<^^-ьсэв^, то 
обратно а есть функц1я ртъ Ь. 

П. Если с-^с^-^сос^ есть функщя отъ 5, и 6— функщя 
^тъ а, то с будётъ фунвщхей отъ л, , 

III. Если вомалевсныя перем^^ыя атиЪ свнваны между 
собой ур. ]Р(а,6)-*0, гд* 1'{а}1) есть функщя отъ а и &, то 
Ъ будетъ функщей отъ а и а— фунЁщей отъ Ь, 

. Определяя производную отъ Р{а) какъ отношенхе при- 
ращеЁ1я, получаемаго функцхей Ща) при безвонечно маломъ 
приращеши а: с[а=с[а^ + ^а^^ къ этому последнему, не труд- 
но показать, что 

• • • ' 

Проияводная, какъ видимъ, есть также функц1Я отъ а. 

Если ]Е1Н.тенградомъ функцщ Р{а) мы назовеиъ такую 
фунвцш'Отъ а, означимъ ее черезъ 2^* (а), что ея производ- 
ная равняется 2^(а), то 



•Чао)-ьо[а/К)-+-ЛЧ«о)] + ^, 



гдЬ С=С^ + соС^ есть произвольная постоянная. 

Бъ Дальн']^йшемъ . для насъ рсобёцио важны 1будутъ т^ 
функщи, который при а=а^ (а^=0) становятся вещественны- 
ми. Изъ предъидущаго ясно, что каждой веществедйой ' функ^ 
щи отъ одной^ или н']Ьсколькихъ вещественных! нерем'&ииы1(ъ 
Да^, или Да„,6^ ,6^ ,.. .) соотв'Ьтствуетъ вполн* опредйленнай фуДЁ- 
щя, когда перем%нныя становятся комплексными, а именно: 

ДвМ-)=^«оЛл.-) +<»[«, ^+^ ^+с, ^ +.-.•] 



о ^1^0 1/1/д 






"Т" •••. 
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Изъ предъидущихъ формулъ мы подучЕмъ сд^Ьдующш 
выражешя для косинуса, синуса, логариема и т. д. оггь 'К0ИН4 
лесныхъ перем'Ьаныхъ а,6,с,...: 

саа^^сщ — сэа^бпа^ Рс$а= — а^да^ 

1да='^=1да,^со^ Ида=^^ / (8> 

^ еза ^ ^ €8\ ^ 8п!^а^ ^' ^ ^ 

Та 



1да=1да^ ч- а> ^=ида^ -+- сэРа Р1да=: 

а^=:и1^ &о[ 1 + о{Ра.Ъ^ + 1да^ Ъ^ )] РаР=Ь^ {Ра + 1да^ РЬ) 

Отсюда им'Ьемъ радъ соотн6шен1й: 

С5 *а + 8П 'а=1 ; 51г(а ч- &)=5»а саЬ + сза 8пЪ 
(а*)^=а*^, а^а^^а^*^ и т. д., и т. д. 



; — — :р: — 8па\ -3^-=- и т. д., и т. д. 






20. Бикватернгоны. Сложенге ивычитанге. Скалариая и 
векторная части бинватертоиа. Опред'Ьлимъ бикбатерн10нъ 
ваЕЪ комплексное число вида 



=и)^'^саи)^'^{х^-^а)х,)г^{у,^соу,)1'\'{е,-\-ш^)к (9> 

гд^^ г,;,А; суть известные НатШоп'овы символы — комплексныа 
единицы^ для которыхъ таблицей умножен1я служить таблица 
(9), гл. I. Мы опред1ьляемъ т. о. бикватерв10нъ какъ кватер* 
щонъ, у котораго коэффищентами при $.;,& и свободный членъ 
суть комплексный числа вышеразсмотр'1нваго типа. 
Сумму и разность бикватершона ^ и 

П^гр^ос! ^у\1^' суть комплексныя числа^мы опред^лимъ формулами: 
^±^!=гV±го' + {х±:а^)г 4- (у^уУ + {г^1^к (1 0) 
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Изъ этого опред-Ьдетя сл-Ьдуотъ: 

I. Бикватерн10нъ д мы можемъ разсматривать какъ сум* 
му комплексныхъ чиселъ ^V и о(лЛ'У]+1(!1с^ такъ что, называя 
го скаларною частью, а хг л- у] -{- тк векторною частью биква- 
тернюна д и означая ихъ соответственно 5д и 7д, им-Ьемь: 

8ц=:га 7д=л?г г\- у] + гк 

д=5д-ь7д- (11) 

Бикватерпгот есть сумма своихъ частей: сналарпой и 
векторной. 

Векторную часть, V^, мы будемъ означать также одной 
буквой греческаго алфавита, напр. а, тогда 

« 

^=:го-{•а (12) 

II. Принимая во вниманхе сл']&дств1я изъ формулы (1), 
находимъ 

д + (дЧд")=(д-ьд') + д", 

гд4 ^" какой либо трет1й бикватерн10нъ. Т. о. сложен1е бик- 
ватерн1оновъ коммутативно и ассоцгативно. 

21. Умноженге, Главная часть и моментъ бинватернгона. 
Проивведенхемъ бикватершона ^' на ^ мы называемъ биква- 
тершонъ, который получится, если мы перемножимъ выраже- 
Н1Я ^ и д' такъ, какъ если бы г^^к были неопред']&ленными 
величинами (причемъ будемъ обращать вниманхе на порядокъ 
множителей г,У,А;) и зат^мъ воспользуемся таблицей (9) гл. I; 
тогда мы будемъ им-бть: 

дд' •= {гого' — хх^ — уу' — л^л^') 

+ {гах' + го'х+уг' — У^)г (13) 

ч- (««^-г?' + и/^г^ ч- ху' — х'у)к 

Бикватершонъ ^ мы будемъ называть множителемъ, а 
бикватершонъ д'— множимымъ; сл']&довательно, означая про- 
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изведен1е ^' па д черезъ ^^' мы стави1гь мвожитедь передъ 
множимыиъ. 

Изъ формулы (13) ся'1дуетъ: 



Т. е. операц{я умножен1я. бикватерн10новъ дистрибутивна по 
отношешю въсложешю, ассощативна и вообще говорд а& 1е«I^ 
мутативна. 

П. Сопоставляя формулы, опред^^1яющ1я ^жволецге . и ед<^ 
жец1е бивватерн10новъ, легко вид'1ть, что члены, изъ воторыхъ 
составляется бивватершонъ, мы можемъ группировать какъ 
угодно и т. о. данный бивватерн1онъ представлять въ раз- 
личныхъ формахъ; уважемъ н'1воторыя, чаще всего намиупот- 
ребляемыя. 

а. Соединяя отд']&льно члены^ умноженные на г, ;, А;, мы 
им']&емъ бикватер1нонъ въ форм'Б, употребляемой нами выше (9). 

Ъ. Соединяя же вм^ст^ члены, умноженные на со, полу- 
чаемъ: 



т 



Д'1^ Чо будемъ называть гл авною част ью, а д^ — м оментом ъ биква 
терн10на ^. ' ' 

с. Написавъ ^^8^'^'V^ и означивъ главные час1^и Я^ 
и V^ черезъ в^д и V^^^ ихъ моменты черезъ 5^д и 7;^, 
им'Ёёмъ: 

5'^-5о^+«5,^=5^. +(о8^/,^^^ т^.д+"^.д- Учо+<^'^Чг 

22. Дгьленге. Бикватернгоны сопряженный и обратный. 
Норма биквашернгона, Тавъ кавъ умножен1е не коммутативно, ^^ 
то д'Ьленхе — операц1я обратная умноженш^ — можетъ^вухъ ти- 4ЧЯ>( 
повъ: мы опред'Ьляемъ д^Ьлешемъ или множитель по даннымъ ^ 
множимому и произвел енш, или множимое по даннымъ мно- 
жителю^ и произведешю. 
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Равсмотримъ сначала частный случай, когда одивъ изъ 
данныхъ множителей естьскаларное чнслоа«а^+<9а^. Пуста 
д' данное лроизведенхе и д" другой, искомый, мнм&мтель. 
Такъ кавъ ад''— ^"а, то оба ур. д"а*-д' и ад"«*д' им'Ьютъ 
одно и то же р'1шен1е, и жвЬ вышеупомянутня операщи ста- 
новятся тожественными. Сл'Ьдовательно, не боясь недоразу- 
м'^шй, мы можемъ писать д''^д':а»д7а, нричемъ очевидно, 
что 

а а а о с 

Чтобы къ только что разсмотр-Ьниому частному случаю 
привести общ1й, мы введемъ несколько новыхъ П0НЯТ1Й, встре- 
чающихся въ теор1и ввартешоновъ. 

Бикватершонъ 5д — У^ будемъ навывать содряженнымъ 
съ даннымъ ^»^$^^+7^ и будемъ означать его черезъ К^^ 
такъ что 

К^=^8^ — Т^=ю — хг — 5у — ;е?Л. (15) 

^Нощшй-^икватернхона д — будемъ означать ее черезъ 
Щ — назовемъ комплексное число^ определяемое формулой: 

или N^-'^к^^го*+x*+у*'^л^. {щ 

Легко видеть, что N^^NК^. 

Бикватершонъ I^^:N^ будемъ называть обратнымъ къ д: 
означая его черезъ д^"', им^емъ: 

,-.-а. (17, 

Обозначен1е д*^^ оправдывается следующими свойствами 
обратнаго бикватершова: 

(благодаря которымъ мы можемъ писать д~^<»1:д»1/д. 



г * I 1 *. 
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Пользуясь понят1емъ обратнаго бикватершона, легко уже 
решить относительно ^" кавъ ур. д"д — д'такъ и ур. ^^"«^^ 
Чтобы опред'Ёлить ц^' игъ перваго ур., мы множимъ на него 
почленно тожество ^*^* — ^~*; получаемъ: 

(1\ЯГ'-^'(Г\ илд а" = д^=5^ - (18) 

Если же мы хотимъ определить д" изъ ур. ^^''=«^^ то 
множимъ обе его части на д~^; тогда мы находимъ: 

с^-^^(^^ = ^-^^\ или д" = д-^а' = ^ (19) 

Заметихъ, что д", определенное вакъ неизвестный мно- 
житель изъ перваго ур. ч''д«^', называется обыкновенно заст- 

нымъ отъ делен1я д' на д и означается черезъ ^7^ = — . Поль- 
зуясь, этимъ обозначешемъ мы имеемъ так1я соотношешя: 

I а -- (^7^)^-^^ но д^=д(д'/д)=»=д' 

, Что же касается до множимаго д", определяемаго^ изъ 
ур. дд" = д', то для него не существуетъ особеннаго назвашя. 

23. Формулы развернушыя и иеразвернутыя. Разсмотревъ 
основныя операщи надъ бикватершонами, мы введемъ теперь 
некоторыя новыя П0НЯТ1Я, связанныя съ бикватерншномъ. 

Заметимъ при этомъ, чтомног1я формулы теор1и биква- 
терн1оновъ мы можемъ писать двояко: или обозначая комплек- 
сныя числа, въ нихъ входящ1я, одною буквой, или вводя въ 
формулы явнымъ образомъ символъ сэ и представляя ихъ въ 
виде ^о'^<^(^^, где ^^ и ^^ суть, вообще говоря, некоторые 
кватернюны. Формулы въ первомъ виде, которыя, какъ это 
мы увидимъ ниже, ничемъ не отличаются отъ формулъ теорхи 
кватершоновъ, мы будемъ называть неразвернутыми, а во вто- 
ромъ — развернутыми. Последшя легко выводятся изъ первыхъ, 
если мы вместо комплексныхъ чиселъ а,Й,с,..., въ нихъ вхо- 
дящихъ, напишемъ а^ -ь сэа^ ,6^ ч- сэЬ^ ,с^ 4- сэс^ ,. .. и затемъ, при- 
нявъ сэ за безконечно малую величину, разложимъ получен* 
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ння выразБен1я но степеняиъ со и ограничимся его первой 
степенью. 6ъ развернутыхъ формушхъ мы обнвновенво буг 
демъ означать членъ свободный отъ оэ значвомъ р, а коэф* 
фищентъ при о — значвомъ ;. Такими обозвачешями мы уже 
неоднократно пользовались: такъ, бивватершонъ д, комплексное 
число а, векторную часть бикватершона а, 8^ и V^ мы пит 
сали въ вид* (^'=^о+со^^^ а«-а^-4-а>а^, а^а^+сэа^, <5д=« 

24. Параметрг и инваргантъ биквашернгоно,. Парамет- 
_20мъ^бикватерн10на д— будемъ означать его черезъ Р<{ — мц 
назовемъ вещественное число, определяемое формулой: 

Отсюда им-^емь формулы для параметровъ скаларной и 
векторной частей бикватерн1она: 

РГч- '-^ , ,х^ Яс-^, (23) 

Формулы для Ри; и Ра мы можемъ разсматривать какъ 
частные случаи формулы (20), — первую^ когда 7д = а«0, — 
вторую, когда 8^^и;^0. Въ первомъ случае бикватершонъ 
обращается въ комплексное число ^«^^ч-саи^^, и мывидимъ 
изъ формулы (22), что опред-Ёленхе параметра бидватерн10на 
не противоречить определен1ю параметра комплекснаго чис- 
ла го [см. § 18], а содержитъ это последнее какъ частный 
случай. Помощью формулъ (22) и (23) мы можемъ предста- 
вить (20) въ вид*: 

р ^V,^Р^V-а,^I^ (24) 

Выражеше, стоящее въ числителе 2^, мы будемъ назы- 
вать инвар1антомъ бикватершона ^. Если инвар]антъ бйква- 
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тервюна равняется нулю, но главная часть, о^, ве {швва нулю, 
то ^1^ «» 0; если главная шсть бихватершояа, д^ "* О^ м но<* 
ментъ его, ^1=I=0, то 1^«'00. 

25. Теморь и иерщп бикватерншла. Теваороиъ ^бисва*- 
терпона д^буденъ означать его черевъ ^^^--^навовекъ коин- 
лесное чиело^ оиред'1ляеное формулой: 



гд^Ь ворень берется со внакоиъ ч- , формулой, которая, будучи 
развернута по правиламъ § 18, принимаетъ видь: 

г : . ■ ■ ^__ • ■ . 

или, такъ какъ Т^^Ую^'+х^^+у^'+г^*, 

т^-2;^+»2;^==т^.(1+юл^[), (27) 

откуда Гл-Тд., Т.(1 = ТдЛ 

-РТд-^-!^- (28) 

(''''■ . ' • - ■ "• \ 

Такимъ образомъ, шензоръ биквашернгоиа есть комплекс- 
ное число ^ главная часть котораго = тензору главной части 
бик^атерпгона, а параметръ^ параметру бикватернгона *). 
• Изъ'формулы (27) мы им-Ьемь: 

• " Т8^-^Тш^Т^Ю'{'С}Т^и;^Тг^^{1 + с}Рш) <29) 

[:.у, ТТ^^Та^Т,а + соТ,а==Та,(1^сй^Щ (30) 

По формул* (25), определяющей Т^, Тщ ^ У ^^^^ т. е, 
равняется абсолютной величин'^ ^о, а потому взъ 'формулы 
(29) сл-Ьдуетъ, что Тгс; = ««;, если главная часть числа г«; поло- 
жительна, и Ти)^ — г«;^ если она отрицательна. 



дйявв1емъ А. БясЬЬезш'а (А/ 91ешрг, § 2). . . 
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Замечая, что по формулам* (29) и (30) (Т^аУт{Та^ут: 

а'о'+У.'+'»«*— «о* и (^о«')*=" (2^.) *•'«'.*> ниможентгфор^. 
кулу (24) представить вгь вад^: 

^^ (Т.м;)'+(Т,«)' Л?^, 

Сравнивая ур!, определяющее Щ (16) съ ур. (25), мы^ 
находимъ: 

Щ-{Тф\ (32) 

ИЛИ, возвышая об-Ь части равенства (27) въ квадратъ и за- 
мечая, что {Т^^У = N^^^ 

откуда РК^=21\1 {34> 

Тавимъ образомъ, норма бикватернгона есть комплексное 
число, главная часть котораго == нормть главной части биква- 
тернгона^ а параметръ-^ двойному параметру бикватернгона. 
I Верзоромъ бикватершона д — будемъ означать его черезъ 
Т1({ — мы будемъ называть биЕватерн1онъ, определяемый фор- 
мулой: , , 

изъ которой им-Ьемг д=Тд.?7д, (36) 

т. е. всякгй бикватернгонъ разлагается на проиэведенге его 
тензора и верзора. 

26. Уюлъ, поворотъ и гиагъ бикватернгона. Если чиола 
а=:а^:^сэа^ ж ^=^^'\-со^^ св^^яи между собой ураврецш^ъ 
а*4-^'=:1, то всегда можно цоднскать такое вомпдевсно€| чис^а 
1?=г^^ 4- сув^ , что . с$Й=^а и $гпв=^. Д-Ьйствительцо, эти два ур. 
авнивалентяы четыремъ ур. [см. § 19, (8)]; . . . > 

^ 



м < 



» ' 
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Еоторыя всл%дств1е услов1Я а'+<'=-1, распадающагося надва: 
<|/4-^/=1 и «^л^4-<^<,=0, совместны и; следовательно, До- 
пускаютъ р^шенхе. Такъ вакъ в^ определяется по синусу и 
косинусу, то 8Т0 р^шеше будетъ вполне определеннымъ, если 
НВ1 потребуемъ, чтобы в^ заключалось въ пред^лахъ отъ — п 

Д0 4-:7Г. 

Два комплексныхъ числа У)\ Т(^=а1и /ж^+у'-ь^е^': Тд=< 
очевидно удовлстворяютъ условш а* + <*=*!, а потому мымо- 
жемъ определить в^в^\(ов^ такъ, что 

Т^съв=-гю (37) 

Еомплексное число д, определяемое этими формулами, мы 
будемъ называть угломъ бивватерн1она и означать черезъ 
1^ д; его главную часть, в^^ назывемъ поворотомъ, а моментъ 
^^— шагомъ бикватершона. 

Чтобы ввести уголъ в въ выраженге бикватернюна, поло- 
жимъ 



хг-^у^+^к 



г; (38) 



тогда мы будемъ иметь Тг«1, г*— — 1 и 

Щ-'СЗв-^'^впв (39) 

({^Тфзв-^-взпв) (40) 

27. Осиовныя формулы теорги биквашернгоновъ. Выраже- 
В1е (9) для бикватерн10на ^ представляетъ его въ виде ква- 
терн10на, у котораго коэффищентами служатъ комплексный 
числа вида а^^сэа^. Основныя операцш надъ бикватершонами 
и знаки 8, 7", Ж, N^ д""', Г, ?7, /, д, мы определяемъ фор- 
мулами (10, 11, 13, 15, 16, 17, 18, 19,25, 35, 37), которыя 
по внешнему виду тожественны съ формулами, определяющими 
соответствующ1я операщи и знаки въ теор1и кватернюновъ. 
Бее ра8лич1е между формулами теор1и кватерн10новъ и на- 
шими заключается только въ томъ звачеп1и, которое мы при- 
писываемъ буквамъ у)^х^у^&^\ю\о^^у\^\ въ теор1и кватернюновъ 
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эти буввы означаютъ вещественныя чистка, теперь асе мы под^ 
ними должны подразумевать числа компдексныя вида а^ н- ом^ . 
Но операщи надъ этими посл']&дними подчиняются, вакъ это 
мы видели [см. § 18], т^мъ же основнымъ законамъ, какъ 
и операщи надъ числами вещественными, а потому ъо,^ фор- 
мулы теор1и вватерн1оновъ, представляющ1Я сл']&дств1я выше- 
увазанныхъ, вс^ формулы, въ воторыхъ входятъ основныя 
д'Ьйств1я, знаки 8^Т^К^1!^^(1^^^Т,Т1 будутъ им4ть м-Ьсто и въ 
томъ случа^^, если мы подъ вещественными числами и кватер- 
н1онами будемъ подразум']&вать комплевсныя числа и биква- 
тершоны. 

Кром-Ь знаковъ 5,7,-^,^,д~'Т,С7' мы ввели ещезнакъР, 
которому н'Ьтъ соотв^тствующаго въ теорхи кватершоновъ, 
ибо параметръ вватерн1она равенъ нулю. Поэтому къ т'Ьжъ 
формуламъ, о которыхъ мы только что говорили, мы должны, 
въ теор1и бивватерн10новъ присоединить еще ц^лый рядъ, въ 
воторыхъ вышеуказанные знави и операщи вомбинируются 
со знавомъ Р. Выведемъ н^воторыя наиболее важныя изъ 
нихъ, довазавъ предварительно н'бвоторыя изъ формулъ тео- 
р1и вватершоновъ. 

По опред^лешю сопряженнаго бивватершона [§ 22], мы 
им^емъ: 

ЩЧЯ!) = 5(дд') — V{^^^) ^'гои;' + 8аа'—и;а'—г4?'а—Гаа\ 
дал']&е, 

К^\К^ = (г(/ — а') {го — а) = гои/ н- 8а^а — гоа' — гс^а -ь Уа'а^ 

но 8аа! =^8а^а^ УаЫ^ — Та'а, сл^Ьдовательно, 

Щ^^^ЩЩ, (41) 

т. е. бикватернгонъ, сопряоюенный съ произведеигемъ двухъ бик- 
вашернгоновг^ равняется произведенгю сопряженныосъ биквашер- 
игоновъ, взятыхъ въ обратному порядить. 

По опред4лен1ю нормы [§22], ^^^'-"^^'^(^^')• Отсюда 
по предъидущей формул*! 

^V^^'=^^'я^'^^'-^^^^'^г^«^у^^^^', (42) 

т. е. норма произведенгя равняется произведенгю нормъ. Извле- 



— 48 — 

1ЙШ ИШЬ обФихъ частей посл'Ьдняго равенства корень храдрат- 
ный, по (32) им'Ьемъ: 

т^^'-т^т^^ (43) 

т. е. тензоръ произведенгя равняется произведенгю тензоровъ. 
Разверну въ это равенство, мы находимъ по (27): 

Го(^^')[1 +«Даа')] - т^О^ + «2^)ГлХ1 +«Д|'), 

откуда, сравнивая члены свободные отъ со и воэффищенты 
при (О въ об^ихъ частяхъ, получаемъ: 

ЭД=^-ь1^' (44) 

т. е. парамешръ произведенгя равняется суммгь параметровъ. 
Наконецъ изъ (36) яжЬеиъ: 

но Тдд'=ТдГд', а потому 

^ц((^Щ^((^ (45) 

т. е. верзоръ произведенгя равняется произведенгю верзоровъ. 
Изъ формулъ (42, 43, 44, 45) легко находимъ: 

, . N^=Щ:N^, (46). Т^=ТфТ^, (47) 

: ■ Ч Ч 

Р^=Р^^—В^^ (48) . и^=Щ:Щ. (49); 

• Пользуясь формулой (48) и припоминая, что д""^=1: д, 
^Г^=^Ц!'Щ}РЩ=^Р<{^ мы находимъ: 

1^~'=-Рд, (50) РЩ=Р<{ (51) 

Выраавеше (40) для бйкватерншна даетъ намъ 5^д= 
Т(\с8в^ У({г=Т({8пве^ откуда помощью формулъ (44, 28, 8), 
замечая, что изъ равенства Те=1 слЬдуетъ Рг=0, мыполу- 
1^йёмъ: ■ :^ -'■;" . ^\' ": 

I 1Щ^В1—е^дв, {Ьг) .РГ(1^И[^0,с1дв,, (53)' 
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гд* в^ есть поворотъ и в^ шагъ бикватерн10на д. Изъ этихъ 
форму лъ легко вывести, что 2^ заключается между Р8 ^ и РУо[ 
и что ушгъ бикватернгона, в^^ обращается въ нуль {при но- 
нечныхъ Р8ц^ и РУц) тогда и только тогда ^ когда 1^д=Р7д. 
Изъ (35 и 47) им'Ьемъ: ТТ]ц=Т(\:.Т{Т({), но Т(Тд)=Тд 
[см. зам'Ьчан1е къ (29)], а потому 

ТЩ=\, (54) 

или, развернувъ первую часть, 

откуда Т^Щ=:^\, РЩ=й (55) 

28. Степень и л\^гариемъ бикватернгона. До сихъ поръ 
мы не разсматривали показательной, степенной и логариеми- 
ческой функщй отъ бивватерн10на. Теперь, на основаши выше- 
изложеннаго, ввести понят1е объ этихъ функщяхъ уже не труд- 
но: мы должны только въ т'Ёхъ формулахъ теор1и кватершо- 
новъ, которыя опред^Ьляютъ упомянутыя функщй, вместо ква- 
терн1она, его угла, тензора и верзора подразумевать биква- 
терн10нъ и его уголъ, тензоръ и верзоръ, чтобы ит^^ть фор- 
мулы, опред']&ляющ1я соотв'Ьтствующ1я функц1и отъ бикватерн10- 
на. Пояснимъ сказанное прим'Ьрами. 

На странице 364 „Е1етеп1;8 о1^ ^иа^е^п^оп8^ НатхКоп 
даетъ такое опред']Ьлен1е степени а* „произвольнаго вектора 
основан1я а съ произвольнымъ скаларнымъ показателемъ 1^. 
„Степень" говоритъ НатШоп„ есть, вообще говоря, кватершонъ, 
который можетъ быть разложенъ на два множителя, тензоръ 
и верзоръ такимъ образомъ: 

причемъ Та^ означаетъ ариеметическое значеше степени ^ 
положительнаго числа Та, представляющаго (какъ обыкно- 
венно) длину лин1и-основан1я а; а ХУа* означаетъ верзоръ, 
который всякую ЛИН1Ю () перпендикулярную къ а поворачи- 
ваетъ вокругъ этой последней, какъ вокругъ оси, на I прямыхъ 
угловъ, или квадрантовъ, въ положительномъ или отрицатель- 

4 
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ном'Б направлен1И, смот^^я по тому, будетъ ли скалярный по- 
казателе ?'пол6жителънь1мъ или отрицательнымъ числомъ". 
Короче говоря, Т1а* определяется формулой (1. с, VII, р. 365): 

Т!а^=с8-^ + Лазп -^ VII. 

Совершенно такими же двумя формулами (I и VII) мы 
можемъ определить степень а', имеющую показателемъ комп- 
лексное число ^=^^+«^^, а основашемъ бикватерн10нъ а= 
а^ ч- «а^ , скаларная часть котораго равняется нулю. При этомъ 
степень Та^ найдется по одной изъ формулъ (8) § 19, а Па^ 
будемъ представлять некоторый верзоръ. Изъ формулы (1)^ 
сл^дуетъ, что всяк1й бикватерН10нъ ^=Т^{с8в-^е8пв) можетъ 
быть представленъ въ вид4 ц=а^: мы должны только опре- 
д'ЬяйТь ^й а по формулами: 

• , I • > , • к • • ! ' ' ' I ! ■ ; » . • I ' ( I ., 



.111.' , . ; ; . . ■ . ' ; . ( ..!'," 
г 



Под^обвы^ъ же. образомъ логариемъ бикватерн10на д и 
ето степень» 11ъ/по|сазател|емъ 4==4^'^о{^ могутъ быть опредЬ- 
левн двумя формулам?: < . 



• 1 ' I • : ' ' ) ■ ' 1 ' » • ] И I I ' ' . ! . I • ; 



й""""^' ЪЩЩ%8^^,^+^(^^\^■.8п^/_^). ххш. 

\ > 

гд-Ь ^5^^д 'наЙДе4^сй' й6 о](йоЙ*иЗ^ (8) § 19, тожест- 

вёйнымй ' съ ' о^^мй, ' 'по^лощью ' котор^ (1- с ; III, р, 

3^86; ХХИГ, ^). 3815) бпр^д^лй^тъ ЛогаЙ(йвмъ и степень ква- 
тершона. ■ • /< 

29. Ееразвернутыя формулы теорги бикватеригоновъ. 
В'с'Ь формулы теор1и квате|)н1ойовъ' представляютъ сл'Ьдств1я 
т'Ьхъ основныхъ, которыя, какъ мы вид4ли, им4ютъ м']&сто и 
йъ'^^еб^рй бй^кШё]рн^ой(^й^''й^й'йвйот6^й1ъ новыхъ, опред*- 
л^Гющй^к йОвй]|, ёЙ(ё';й['еркзЬмот^|)4нйый ^ понят1я, связан- 
ны'я' Й'Ё ' к1&атёрЙ10Йом'ь . Поэ^ол^з^;' Ши" Мы, встречаясь съ 
ноййк^' п6нкт1ёзкъ''!гёо|^1й'йё^'^е^)Й01йовъ''(н4пр. дифференщалъ 
фуйк1^1Й =кктё1/Шйа) 'к''фо^р^<у1II(Уй; ё1^6 '6Й1Уёд4ляющей, будемъ 
вй*кй'|[^ё^!й' в!б'оДи!гь*'ййб1*Ш(!Й5^Ьп^^ въ теорш бик- 
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«атершоновъ помощью той же самой формулы подобно тому, 
кавъ это было * сд']^ лано въ выше данныхъ прин'Ьрахъ отно- 
сительно а'5^5'^^^^ то т* формулы, которыя получатся изъ 
^тихъ новыхъ путемъ ихъ комбинац1й между собой и съ ра- 
н4е выведенными, будутъ тожественны съ соответствующими 
формулами теор1и кватершоновъ. 

Итакъ, всчь безъ исключенгя формулы теорги кватернго- 
повъ представляюшг неразвернушыя формулы теорги биква- 
^тернгоновъ. 



Глава М1. 

30. Биеекторъ^ его точка приведетя и ось. Во второй гла- 
ъ'Ё мы разсматривали бикватернюнъ вакъ комплексное число, 
ле связывая съ нимъ никавихъ геометрическихъ представленШ. 
Мы перейдемъ теперь къ изучешю той связи, которая суще- 
ствуетъ между бикватерн10нами съ одной стороны и бивекто^ 
рами съ другой. Начнемъ съ того, что разсмотримъ геометри- 
ческое значен1е н-Ькоторыхъ знаковъ, введенныхъ въ предъ- 
идущей глав']^, и перенесемъ н^которыя понят1я, связанныя съ 
бивекторами, на комплексныя числа вышеразсмотр'Ьннаго типа. 

Возьмемъ некоторую опред^енную точку О за начало 
прямоугольной системы координатъ и будеИ комплексное ^ 
число: 

? 

V=й ч- ту + пк 

изображать векторомъ, назовемъ его у, котораго начало на- 
ходится въ точкЪ О и дроэкщи суть ;,т,п; комплексное же 
число: 

а=:а^ + сэа^ =рг + а? + гАг -ь (о{аг + Ь; + ск) (1) 

будеи*)^ изображать бивееторомъ, назовемъ его а, длякотора^гр 
точка О служитъ точкой приведен1я н величины р,д,,г^а^)^с 
Р1аскег'овыми координатами. Еомплексное число (1) мы на-* 
^ываемъ также бивекторомъ и точку О его точкой приведешя* 

4* 
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Если мы за точку приведешя бивектора а возьнемъ точ- 
ку 0\ которая находится въ конц'Ь вектора у, и проведемь^ 
черезъ нее оси соответственно параллельныя старнмъ осянъ^. 
то бивекторъ а относительно новой системы координатъ бу- 
детъ определяться комплекснымъ числомъ: 

где р' ^я' уг' ^а\Ъ\с' связаны со старыми координатами бивектора 
а формулами (4) § 2, пользуясь которыми мы можемъ пред- 
ставить это число въ виде: 

4- (д) [(аг + Ь; + гк) + {дп — гш)г + {г1 — рп)] + {рт — дЦЩ 
или а^ + б>(а, -ь Уа^ у) . 

Оба числа а^-^соа^ и а^'\-со{а^л-Та^у) определяютъ 
одинъ и тотъ же бивекторъ а, а потому оба мы можемъ озна- 
чить одной и той же буквой а, помня, что для перваго точ- 
кой приведешя служитъ точка О, а для втораго — точка О'. 
Такимъ образомъ 

а=ао-нб1^1, точка приведешя О, (2) 

а=ао + С|)(а^ 4-7а^,у), точка приведешя 0\ [00'=у] 

Ось бивектора а мы назовемъ осью комплекснаго числа 
(1), определяющаго бивекторъ. Ось а=ао + б>а^, какъ мы 
знаемъ [см. § 1], параллельна вектору а^ и проходитъ черезъ^ 
точку {х^у^0^) [см. формулы (2) § 1], т. е. черезъ конецъ векг 
тора 

' '^ «о «о 

который, какъ легко видеть, перпендикуляренъ къ оси бивек- 
тора (ибо Та^а^ перпендикуляренъ къ каждому изъ множи- 
телей) и представляетъ, следовательно, перпендикуляръ, опу- 
щенный изъ точки приведен1я на ось бивектора. 
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31. Тензоръ и параметръ бивектора. Параметръ бивек- 
тора а мы определили формулой (1) § 1, которая можетъ 
Ч$ыть представлена въ вид^: 

Ра = ^=5^. (4) 

«о «о 

Эта формула тожественна съ [(23) § 24] и, следовательно, 
параметръ бивектора а=параметру комплекснаго числа, опре- 
д^ляющаго бивекторъ. 

Зам^тимь, что мы можемъ соединить формулы (3) и (4) 
въ одну: 

Ра+х=а,/ао. (5) 

Такъ какъ по формул* [(25) § 25], Та^=У р^ -^ ^^ -\- г^ 
€сть длина вектора а^, то формулу [(30), § 25]: 

мы можемъ прочитать такъ: тензоръ бивектора есть комплек- 
сное число^ главная часть котораю=длингь главнаго вектора 
•бивектора^ а параметръ=параметру бивектора. 

Припоминая (§ 3), что произведете Та^.Ра есть длина 
момента бивектора а, когда точка приведен1я находится ва его 
оси, взятая со знакомъ + , если моментъ и главный векторъ оди- 
наково направлены, и со знакомъ — въ противномъ случае, 
мы можемъ также сказать, что тензоръ бивектора есть комп- 
лесное число В-^соО^ главная часть котораго, ^В==длин'Ь глав- 
наго вектора, а моментъ б^^здлин'б момента бивектора для 
точки приведен1Я на оси его, длин*, взятой съ надлежащимъ 
внакомъ. Въ частномъ случае, когда бивекторъ а будетъ па- 
раметра нуль, Та=Та^=В, когда параметръ бивектора ра- 
венъ безконечности, Та=(оТа=^соО. 

32. Бикватернгонъ^ ею ось и точка приведенгя. Всяк1й 
бикватерн10нъ ^ мы можемъ представить въ вид*: 

^=и; + а=и?^ + сэщ + «о "^ ^^1 

Если мы возьмемъ какую нибудь точку О заточку при- 
«еден1я, то векторная часть бикватершона, а, будетъ опред*- 
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лять н'^ЕОторый бивевторъ а и, слЬдовятельно, бикватернхон'ь 
^ опред^ляетъ н']&воторую совокупность числа V) я бивектора 
а и выражается ихъ суммой. Точку приведешя О и ось би- 
вектора а мы будемъ называть точкой приведен1я и осью 
бивватерн10на д . Если мы примемъ за точку приведен1я 
точку 0'(00'=^), то а=а(^-+-а>(а^ч-7а^,^) и бикватершонъ 
д' = 1^+ао + а?(а^ -+- Уа^у) будетъ определять совокупность то- 
го же числа 1о и того же бивектора а, отнесеннаго въ новой 
точк']^ приведен1Я. Поэтому мы можемъ считать бикватерн1онъ1 
д и д' однимъ и т']^мъ же бикватершономъ д: онъ принимаетъ 
видъ 

д=г(;^ -ь со'ш^ + ао + соа^ , (6) 

когда точкой приведен1я служить точка О, и видъ 

^.==V)^Л'СОV)^ 4-а, +«(а, -*- Га, у), (7> 

когда точкой приведен1я служитъ точка О . 

33. Умноженге, Умиоженге бивектора на комплексное 
число а=а^ + сэа^. Прежде ч-Ьмъ приступить къ изслЬдованхю 
геометрическихъ свойствъ операщи умноженхя двухъ бивек- 
торовъ, разсмотримъ подробн']&е операц1Ю умножен!я бивектора 
а=^^ + соа^ на комплексное число а=а^-ьб?а^. Перемножал 
а и а, мы получаемъ бивекторъ: 

аа=^^а^ + со{а^а^ + а, а^). 

Его главный векторъ=а^ао, его параметръ определится 
формулой (4): 



или, такъ какъ 8а^^=::а^*у 

Раа=^-^^=Ра + Ра. 

«о «о 

Последняя формула получается также прямо изъ фор- 
мулы [(44) § 27], полагая въ ней д=а и д'=а. Что касается 
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до оси аа, то она параллельна %а^, а сл'6дов.атед1,но, , и оси 
бивектора а и проходитъ черезъ точку, находящую,ся. въ ^онц'Ь 
вектора 



» ■ I 



Но а/ есть скаларное число, Уа^^=0 и х=1^^1^о'^о'> 
т. е. X т^'^'ь же векторъ, который опред'Ьляетъ и> положен1е 
оси а [см. форм. (3)]. Оси бивекторовъ а и аа, какъ парал- 
лельныя, проходящ1я черезъ одну точку, совпадаютъ. 

Итакъ бивекторы а и аа имтьюшъ общую ось, главная 
часть аа=произведенгю главным частей, а^ иа^, параметръ 
аа=суммгь параметровъ множителей, Ра + Ра, м 

Изъ этой теоремы и предъидущихъ формулъ вытекаютъ 
так1Я сл4дств1я: 

I. Самый общ1й видъ бивектора, который пон§ 15 мы 
можемъ назвать произведен1емъ бивектора а на число 8, есть 
{V'^о:)V^8а. 

II. Такъ какъ д4лен1е есть д-Ьйствхе обратное умножен1Ю, 

то оси бивекторовъ а и а:а совпадаютъ, главн^часть а:а= ^^ 
частному отъ д-Ьленхя главныхъ частей, а^:а^, а параметръ 
а:а=разности параметровъ л'Ьлимаго и д-Ьлителя, Ра— Ра, 

III. Изъ формулы 11а=а:Та сл'Ьдуетъ, что Па есть 
винтъ параметра нуль, имтьющгй обилую ось съ а. \Щя^гй 
бивекторъ а^=произведенгю его тензора на винтъ параметра 
нуль, имтьющгй съ нимъ общую ось, а^=Та,Т1а, 

IV. Бивекторъ сопряженный съ а, Ка^= — а, им'Ьвтъ 
съ а общую ось, одинаковый параметръ и одинаковый» по 
длинЬ главный векторъ и отличается отъ а только направле- 
шемъ оси. 

V. Ось бивектора, обратнаго данному, 1:а= — а:Nа, сов- 
падая съ осью а, отличается отъ нея направлешемъ; параметръ 
обратнаго бивектора= — Ра, а длина его главнаго вектора= 
величин* обратной къ длин* главнаго вектора а,а^. 

VI. Оси бикватершоновъ ц=и)-\-а и а({^=аи) '\' аа сов- 
падаютъ, ибо осью перваго служитъ ось бивектора а, а вто^ 
раго совпадающая съ ней ось бивектора аа, 

VII. Бикватерн10нъ д и его верзоръ 17д им4ютъ общую 
ось. 
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34. Умножете бивектора набивекторь. Общ%я формулы. 
Пусть мы им^емъ два бивектора: 

а=а^ 4- соа^ =рг + ^^ + гй; + (о{аг 4- Ь) •+• ск) 
^5=:^5^'^ов^=р^^ь^^^^^^к'\-сэ{а^'ЬЪ^+с^к), 

или а=хг н- уз ч- гк 

/в=х'г-^-у'з+^'к, 

гд-Ь х=р -г соа,у=(] + (оЬ^г=г ч- сое 

Перемножая ихъ, мы им']&емъ: 

а/3=8а/3'^'Га)3 (8) 

а/?= — {хх' 4- уУ + ^^0 + (у-з^' — у'^)* + (^гж'— -гг'ж); 4- {ху'—а^у)к (9) 

«/?=«оЛ +«(«Л + «Л) (10) 

^>5=^-ь«^1, (11) 

гд* аа=-(ж+?*1+^^)+^*^в^-*-^* (12) 

^^= — (ра^ 4- ^6, 4-гс^4-/?^а4-д1Ь4-г^с)4-^г4-В;4-С?А (13) 
и Р,^^ВуА^В,С определяются формулами [(8) § 14]. 

35. Скаларное произведенье. Осиовиыя формулы. Скалар- 
ное произведете мы можемъ представить въ различныхъ фор- 
махъ: 

8а/3=—{хх'-^уу''\'г1^) (14) 

8а^=8а^/3^ + со8{а^в, 4- а, Д ) (15) 

8а/в=—{рр^ + ^^^ 4- гг^)—сэ(ра^ 'Ь^Ъ^ 4-гс^ -^р^а-^д^Ъ-ьг^с)^ 16 

откуда 8,а^=8а,/3=—[рр, +дд^ 4-гг^ (17) 

8^а/3=8а^^в^ -ь8а^/3,=—{ра^ 4-дЬ^ 4-гс^ '^р^а-^^^Ъ + ^^с) (18) 

Изъ формулы (16) мы видимъ, что 8а/в есть номплек- 
-сное число, главная часть котораго=геометрическому произве- 
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денгю главнихъ векторовъ^ взятому со знакомь — , а моментъ 
=относительиому моменту бивекторовъ также со знакомь — . 

Если мы умножимъ 8а/в на число Л-нсоЛ^, то въ произ- 
веден1и коэффиц1еБтомъ при сэ будетъ функщя (р{х^у) [см. 
§ 9], которая представляетъ самый общхй видъ функщй, удо- 
влетворяющей услов1ямъ Л и В [см. §§ 6 и 7]. 

36. Комплексный уголь между двумя прямыми въ про- 
странствть. Мы дадимъ еще одно выражен1е для 8а/3, введя 
въ него уголъ <р и кратчайшее разстоянхе с2^ между осями а и Д 
причемъ условимся углу и кратчайшему разстоянш между 
двумя прямыми въ пространств'Ь приписывать определенный 
зпакъ, руководясь однимъ изъ сл'^^дующихъ правилъ. 

а. Пусть мы им']^емъ дв']^ прямыя а и /?, которымъ мы 
приписываемъ опред'Ёленное направлен1е. Проведемъ лишю ^^ 
кратчайшаго разстоян1я между ними, пересЬкающую ихъ въ г 
точкахъ Оа и Ор соответственно и представимъ себЬ наблю- 
дателя, который стоитъ въ одной изъ точекъ Оа, или Ор, напр. 
въ Оа, и, прислонившись СПИНОЙ къ а такъ, что направлен1е 
а идетъ отъ его ногъ къ голове, смотритъ вдоль прямой ОаОр. 
Тогда, если для наблюдателя направлен1е /в будетъ идти справа 
нал-Ьво, мы будемъ считать уголъ между а и /в положитель- 
нымъ, а если сл^ва направо — отрицательнымъ. Легко видеть, 
что наблюдатель нашелъ бы для угла тотъ же знакъ, если бы 
овъ прислонился къ /? и определилъ бы знакъ по направле- 
шю а. Определяя по этому правилу знакъ угла между а и/?, 
кратчайшее разстоян1е между ними будемъ всегда считать по- 
ложительнымъ. 

Ъ. Припишемъ ЛИН1И ОлО&, которую означимъ черезъ г, 
одно изъ возможныхъ для нея направлешй, наприм^ръ будемъ 
считать ее направленною отъ Оа къ Ор. Представимъ себЬ 
наблюдателя, прислонившагося спиной къ ^ такъ, чтобы на- 
правлен1е е шло отъ его ногъ къ голов*; тогда уголъ между 
а и /? мы будемъ считать положительнымъ, если наблюдатель, 
смотря по положительному направлен1Ю первой прямой, т. е. 
а, видитъ направлеше /3 идущимъ сл'Ёва направо и отрица- 
тельнымъ — въ противномъ случа*. Понятно, что уголъ между 
/5 и а будетъ — (р, если уголъ между а е/3 есть д). Кратчай- 
шее разстоян1е между а и /в ъ[и считаемъ положительнымъ, 
когда направлен1е отъ точки прес'Ьчев1я г съ первымъ бивек- 
торомъ, Ол, къ точк-Ь перес'Ьчен1я со вторымъ, Ор, савпадаетъ, 




'•^ ^^1 
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и отрицательнымъ, когда оно противоположно направлен1Ю г. 
Если Л есть кратчайшее разстоян1е между а и /?, то— й? бу- 
детъ кратчайшиыъ разстоян1емъ между /в на. Если мы изм-Ь- 
нимъ направлен1е г на прямо противоположное, то знаки угла 
и кратчайшаго разстоян1я между а и /? изм'Ьнятся и потому 
знаки, опред*]^ ленные по второму правилу, мы будемъ называть 
знаками относительно направлен1я г. 

Опред'Ьливъ знаки 9^ и с^ по тому или другому правилу, 
мы будемъ называть комплексное число 0=(р-^сэс1 комплекс- 
нымъ угломъ между а т1/в. Если знаки ^и с1 опред'Ьлены па 
второму правилу, то в будетъ комплекснымъ угломъ между 
а и В относительно направлен1я г. Комплексный уголъ между 
В и а относительно того же направлен1я будетъ= — 0^ и уголъ 
между а и ^3 относительно направлен1я противоположваго г 
также=— ^. 

По формуламъ [(8) § 19] мы им-Ьемъ: 

С8в=С8(р — сод,8П(р Рс8в= — оИд^ (19) 

8п0=8П(р -ь сойс8(р Р8п0:= йс1дд) 

Отсюда заключаемъ: 

I. с8в=^ только тогда, когда прямыя а и/З* пересЬкают- 

1 

ся между собой подъ прямымъ угломъ (50=-^яг,с?=:0);Рс5^= 

оо, когда прямыя не пересЬкаются, но направлешя ихъ взаим- 
но перпендикулярны. 

П. 8пв-==-^ только тогда, когда прямыя а и /? совпадаютъ, 
причемъ безразлично, им4ютъ ли он* одинаковое направленхе 
(ф=0,е^=:0) или прямо противоположное (до = Л", 6^=0); 
Р8пв=со^ если прямыя параллельны, но не совпадаютъ. 

37. Формула 8а/3=:—ТаТ/Зс8в. Пусть в=^(р-^(ой есть 
комплексный уголъ между осями бивекторовъ а ж ^, Введемъ 
его въ выражен1е Ва^. Такъ какъ длины главныхъ векторовъ 
а^ и Д суть Та^ и ТД, и уголъ между а^ и/?^ есть 9^, та 
для выражешй (17) и (18), мы им-Ьемъ: 

8,а13= 8а^^-=-Та,Т/3,с8(р (20) 

5^ а/в=8(а,/в, + а,^3, ) =—Та, Т/3^ [(Ра + Щ С8д)—с18п^] (21) 



— 59 — 

Первая изъ этихъ формулъ есть известная формула тео- 
р1И кватерн! оно въ, а вторая — основная формула ^грпр]д вид^ 
т овъ. Пользуясь ими, мы можемъ представить 8а/3 въ вид'Ь: 

8а/3=—Та^Т^^{с8(р -и со[{Ра + Р^З)С8(р ^-Лзпф]) (22) 

Но легко вид']&ть, что выраженхе въ скобкахъ разлагается 
на произведен1е трехъ множителей: 

8а^=—Та^Т/3^{1 ^суРа){1 + соР^){с8(р—соа$п(р). (23) 

Следовательно, замечая, что Та^=:Та^{1-^соРа)^Т^^== 
Т/в^{1^Р^в),С8в=С8д) — (ой8П(р^ мы получаемъ: 

8а)в=—Та Т/Зс8в, (24) 

формулу весьма важную и вполне тожественную по виду съ 
известной формулой теор1и Бватерн1оновъ. Развертывая ее и 
идя обратнымъ путемъ, иолучаемъ изъ нея (20) и (21). 
Изъ (22) мы им'Ёемъ формулу: 

Р8а^=^Ра + Р/в—сИдср, (25) 

которая также выводится прямо изъ равенства (24), если мы 
возьмемъ параметры отъ об-Ьихъ частей его и припомнимъ, 
что параметръ произведентя^^сумм-Ь параметровъ множителей 
"(44) § 27], что РТ=Р [(28) § 25] и что Рс8в=—сИд(р 
:(19) § 36]. 

38. Случащ когда 8а^в=0. Разсмотримъ, когда 8а^ву или 
одинъ изъ его членовъ обращается въ нуль. 

Изъ (20) видно, что главная часть 8а/в обращается въ 
нуль 1) когда оси бивекторовъ взаимно перпендикулярны и 
2) когда параметръ одного изъ бивекторовъ=оо(Тао, или ТД 
равны безконечности). 

Моментъ /5а/? обращается вънуль, когда бивекторы а и Д 
взаимны. 

Припоминая, что произведете двухъ, или н^сколькихъ 
комплексныхъ чиселъ вида а^ + соа^ обращается въ нуль только 
тогда, когда хотя одинъ изъ множителей равенъ нулю, или 
параметры двухъ множителей равны безконечности [§ 18, 1]^ 
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езъ формулы (24) видимъ, что /8^а/?=0 въ сл^дующихъ слу- 
чаяхъ. 

1) если с$в=0^ т. е. если оси бивекторовъ а я /3 не- 
ресЬкаются подъ прямымъ угломъ. 2) если РТа=Ра=оо 
(или ^^в=оо) и Рс80= — сид(р=оо, т, е. если параметръ 
одного изъ бивекторовъ =оо и направлен1Я ихъ осей взаимно 
перпендикулярны. Такъ какъ 1Ь=со и а^=^0, то направленхе 
оси а будетъ опред']^ляться векторомъ а^, положен1е же ея 
будетъ неопред'Ьленнымъ; мы можемъ поэтому считать, что 
она перес']^каетъ ось /в и такимъ образомъ можемъ разсмат- 
ривать второй случай какъ частный случай перваго. 3) если 
Та=0 (или Т/в=0), т.е. если одинъ изъ множителей а, или 
^3 обращается въ нуль. 4) если РТа=Ра=оо и Р1^=^ 
Р^=со, 

Итакъ 5а/?=0 ^) если оси бивекторовъ а и ^ переспг- 
каются подъ прямымъ угломъ, 3) если параметры обоихъ би- 
векторовъ безконечно велики и 3) если хотя одинъ изъ бивек- 
шоровъ а^ или /? исчезаетъ. 

39. Векторное произведете бивекторовъ. Основныя фор- 
мулы, Изъ формулъ (9), (10) и (11) мы находимъ: 

Га/в=:{уг'—у'^)г'\- (гх'—г'х)]^ {ху'—х'у)к (26) 

Гау5=ГаА-ь«П«оА +Мо) (27) 

Уа^=В + д] 4- т + со{Аг + В] 4- Ск) (28) 

гд* Р,^,В,Л^В,С определяются формулами [(8) § 14]. 

Если мы умножимъ бивекторъ Уа^ на число V + сор^ , то 
получимъ бивекторъ съ координатами VРуV^^VВ,VЛ-^'V^Р, 
VВ-^V^^,VС■^-V^В\ следовательно, самый общ1й видъ бивектора, 
удовлетворяющаго условхямъ Л и Б § 6, есть произведете 
бивектора Та/? на число V+о>V^^ {V+соV^)Vа/3 [см. § 14]. 

40. Тензоръ и параметръ Та/?. Определяя тензоръ и 
параметръ Vа^3, мы разсмотримъ два случая I, когда 7а^/5о=»=0 
и II, когда 7а/? = 0. 

I. ГаЛ ПО- 
БОЛИ 7а^,=«=0, то ао=«=0, А=«=0 иа,=«=а^/?,, гд4 а^ ве- 
щественное число: оси бивекторовъ а и /? не параллельны и 
параметры ихъ, равно какъ и параметръ Уа/З, конечны. По 
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формул амъ [(25) § 25] и (26) мы им^емъ: 



ТVа^З - У(У^'—У'^) * + {^^'—^'^) ' -+- {Щ'—^У) \ (29) 
или 

откуда по [(25) § 25], [(14) § 35] и [(24) § 37], получаемъ: 

Т7а^^ТаТ^ьпв, (30) 

формулу тожественную съ формулой теор1и Бватерн10новъ. 
Заменяя во второй части Та и Т/? по [(30 § 25] и впв по 
[(19) § 36] и развертывая ее, находимъ: 

Т7а^ = Га, Т^3, {8П(р н- со[{Ра + Р^)8П(р + йс8(р]), (3 1) 

откуда Т, Уа^ = Га, ГД 8П99 (32) 

Р7а/? = Лх + Р/? -ь (гс<^9), (33) 

т, е. главная часть ТУа/в (длина главнаго вектора Уа/8)^ 
площади параллелограмма^ построеннаго на главныхъ вектю- 
раосъ а и /в у а РУа^З =» суммть параметровъ мнооюителей^ ело- 
оюенной съ произведенгемъ кратчаНишго разстоянгя мео/сду 
осями а и /в на кошангенсъ угла между ними. 

Формула (33) легко получается прямо изъ (30), если мы 
припомнимъ, что параметръ произведен1я « сумм^ параметровъ 
множителей, что РГ=Р и Р8пв=-йс1д(р, 

II. ГаЛ-О. 

Когда Уо^^З^'=^^ то подкоренное число въ (29) обра- 
щается въ нуль и относительно справедливости формулъ (30) 
и (31) можетъ возникнуть сомн%н1е. Мы покажемъ теперь, 
что эти формулы, каковы бы ни были бивекторы аиД всегда 
им^ютъ м^сто, причемъ, желая ими пользоваться и въ т'Ьхъ 
случаяхъ, когда параметры бивекторовъ безконечно велики, 
мы должны помнить, что для бивектора а безконечно боль* 
шаго параметра Га, = 0, Ра = оо, произведете Га, .Ра, во-- 
обще говоря, конечно и равняется длин% момента а^ , и Га « 
сэТа, [см. §§ 3 и 31]. 
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Уа^^ = въ сл-ЬдугощЕХъ случаяхъ. 

а. Если а^=1=0, Д=1=0, ноД — «„«,,, гд-Ьа есть веществен- 
Бое число, т. е. если параметры а и /^ конечны и оси ихъ 
параллельны (или совпадаютъ). 

Ь. Если «о «О, Д=«=0, т. е. если параметръ одного изъ 
бивевторовъ = сх). 

с. Если Д^^ = 0, /^0 = 0^ т. е. если оба бивектора им']Бютъ 
безконечно большой параметръ. 

» Разсмотримъ какой видъ им-Ъехъ ТУа^ въ этихъ слу- 
чаяхъ. 

а. Въ первомъ случа-Ь Уа^З-==0}(Уа^^5^'^Т'а^/3^ въ силу 
равенствъ Д «а^^а^ и У^Зо^^^ — 7ДД можетъ быть представ- 
ленъ въ вид*: 

Уа^^-оа,а^ \У^^^^^^—Уа^ а^а^ •) 

Векторы КДД-А' ^ 1^<^1^о-^о' ^У^ь перпендикуляры, 
опущенные изъ точки приведензя на оси а и /? [см. (3) § 30], 
а разность ихъ, всл%дств1е параллельности осей а и /6", есть 
Фбкторъ параллельный плоскости осей и перпендикулярный 
къ ихъ общему направлев1Ю. Длина его равняется разстояшю 
лежду осями а и /!?, и следовательно 

ТУа^^соТа^Т^^а. 

Ь. Во второмъ случае Уа^ '^(::^Уа^^^^ и следовательно 

ТУа.^^с^}Та^^3^т(р 

с. Въ третьемъ случа* 7л/^ = и ТУа/в^О. 

Таше же результаты даетъ и формула (31) или (30), 
«ели мы положимъ въ ней въ первомъ случае в==сэ€1(д>=0)^ 
во второмъ Та^=0, Та==со Та^.Ра=соТа^ и въ третьемъ 
Та^^=Т^==^. Итакъ формула (30) или (31) есть формула 
юбщая 

41. Случаи^ коу)а РУа^=г2о^ или Уа^:=0. Бивекторъ 
и его тензоръ одновременно обращаются въ нуль и одновре- 
менно им^ютъ безконечно большой параметръ. Поэтому, если 
мы припомнимъ услов1я, при которыхъ произведете н4скодь- 
лсихъ комплексныхъ чиселъ им^етъ безконечно большой пара- 
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метръ, или обращается въ нуль [см. § 18, I и II], то изъ 
формулы (30) легко найдемъ т4 случаи, когда РГа/^=оо, или 
Га/в=0. 

РУа^5=оо, 1) когда Ра=оо, но 7)!?=4=оо и 2%^=*=схэ, 
т. е. когда оси бивекшоровъ а и ^ не параллельны и пара- 
м^тръ одного изъ нцхъ безконечно велпкъ^ 2) когда Ра ъ. Р^ 
конечны и Р8пв=со, т. е. когда оси бивекшоровъ параллельны 
{не совпадаютъ) и параметры ихъ конечны. 

Уа/в=0^ 1) если Та=0 (или 1)5=0), т. е. если одинъ 
изъ множитель а, или /3 обращаемся въ нуль, 2) если 8пв=0^ 
т. е. если оси а и/? совпадаютъ. 3) если Ра=оо и Р8^^=оо, 
т. е. если параметръ а безконечно великъ и оси а я /в па- 
раллельны. Ось бивектора а определенна только по направ- 
лен1ю, положенхе же ея можетъ быть какое угодно, и мы мо- 
жемъ считать ее совпадающею съ осью В и, такимъ образомъ, 
разсматривать случай трет1й какъ частный случай предъиду- 
щаго. 4) если Ра=Р^^=оо, Итакъ 

Га/5=0, 1) когда оси бивекшоровъ а и^ совпадаюшъ^ 
2) когда парамешры ихъ безконечно велики ивъЗ) когда хошя 
одинъ изъ бивекшоровъ а, или /? исчвзаешъ. 

Сопоставляя эту теорему съ теоремой § 38, мы видимъ, 
что а/?=:0, 1) когда хотя одинъ изъ множителей=0 и 2) ког- 
да Ра=^^5=оо. 

42. Ось Га/в. 

Ось бивекшюра Уа/З идетъ по лиши крашчайшаго раз- 
сшоянгя между осями а и ^3, 

При доказательств']^ этой теоремы мы разсмотримъ два 
случая I, когда Уа^^^^^ и II, когда 7а^,/?^=0. 

I. Чтобы доказать теорему въ первомъ случае, мы вос- 
пользуемся равенствами 8аУа^^====^^Уа^===й^,шу^о^ил1Л}1Ь}0'1ъ 
м^сто каковы бы ни были бивекторы а л /3 и легко выво- 
дятся изъ [(26) § 39] и [(14) § 35], если въ последней за- 
м'Ьнимъ сначала /?, а потомъ а черезъ Уа^З. Такъ какъ па- 
)аметры а,8 и Уа^в конечны, то эти равенства означаютъ 
см. § 38], что ось Уа^З пересЬваетъ какъ ось а, такъ и 

ось /3 подъ прямымъ угломъ, иначе говоря, что ось Уа/3 идетъ 
по ЛИН1И кратчайшаго равстоян1я между осями а а ^. 

II. Уа^Во=0, какъ вид4ли въ § 40, въ трехъ случаяхъ. 
Эти случаи мы разсмотримъ отд'З^льно. 
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а. ао=1=0,Д=*=0, Д — сГда^). Оси а и /? параллельны, или со- 
впадаютъ. Если оси параллельны, то существуетъ оо^ лин1й 
Ератчайшихъ разстоян1й между ними, совокупность Еоторыхъ 
образуетъ пучекъ параллельныхъ прямыхъ, лежащихъ въ плос- 
Бости осей а и /? и въ нимъ перпендивулярныхъ. Параметръ 
Уа^ безконечно веливъ [см. § 40] и направленхе его оси бу- 
детъ определяться векторомъ У^^^^\^^* — Уа^а^:а^* [см. § 40], 
который параллеленъ линзямъ вратчайшихъ разстоян]й между 
осями а и /3. Такъ вакъ положен1е оси Уа^в неопределенно, 
то мы можемъ считать ее совпадающею съ любой изъ этихъ 
лиши и, следовательно, считать теорему справедливою и въ 
этомъ случае. Если оси а и /в совпадаютъ, то всякую пря- 
мую, пересекающую общую ось подъ прямымъ угломъ, мы 
можемъ разсматривать вакъ лин1ю вратчайшаго разстоян]'я 
между осями а и /в] такихъ лиши существуетъ оо*. Въ этомъ 
случае Уа/3=0 [см. § 41] и речи объ положен1и оси УаД 
быть не можетъ. 

Ь. «0=0, /?о=1=0. Такъ вавъ для оси а будетъ опреде- 
ленно тольво направлен]е, совпадающее съ направлев1емъ век- 
тора а^, то всявую прямую перпендикулярную къ направле- 
Н1Ю а^ и пересекающую подъ прямымъ угломъ ось /^, мы 
можемъ считать лин1ей вратчайшаго разстоян1я. Эти лин]и 
образуютъ пучекъ параллельныхъ прямыхъ. Ось Уа/в=со Уи^/в^ 
будетъ параллельна вектору Уи^^З^, который перпендикуляренъ 
въ вевторамъ а, и /в^ и, следовательно, параллеленъ съ ли- 
Н1ЯМИ вратчайшихъ разстоян1й. Съ любой изъ этихъ лиши 
мы можемъ совместить ось Уа^З, ибо положен1е оси бивек- 
тора Уа^в неопределенно. 

с, «0=0, Д=^- Определенны тольво направлен1я осе* 
а л)в. Лиши вратчайшаго разстояшя, будучи перпендивулярны 
въ направлешямъ осей, не имеютъ определеннаго положен1я 
и образуютъ связву параллельныхъ прямыхъ. Въ этомъ слу- 
чае Уа)5=0 и мы не можемъ говорить объ положеши оси Уа^/З. 

Итавъ теорема доказана. 

Что касается до направлен1я оси бивевтора Уа^З, то оно 
определяется вевторомъ Усс^В^\ легво видеть, что относительно 
этого направлен1я уголъ между осями а V^ /в будетъ положи- 
тельнымъ. 

Сопоставляя теорему этого параграфа съ изследован1ями 
предъидущаго, мы приходимъ еще въ тавой теореме. 
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Если есть только одна лингя крашчайшаго разстоянгя 
между осями бивекшоровъ а и /3^ то Р7а/3 конечеиъ\ если 
для лиши нрашчаИгиаю разстоянгя существуетъ оо * положе- 
ны^ Р7а/5=схз; наконецъ^ если для нея существуетъ со^^или 
болтье, положены, то Уа/3=0. 

43. Формула Уав=ТаТ/в8пве. Разложивъ 7а/? на про- 
изведете ТТа/в. ПУа/З [см. § 33, III], зам4нимъ ТУа/в по 
формуле (30) и означимъ для краткости винтъ параметра 
НУЛЬ, ЛУа^, черезъ ^ (Те:=1); тогда мы будемъ им-бть УаД= 
ТаТ/38пве. 

Ось г идетъ по лин1и кратчайшаго разстоян1я между 
осями а и >5 и им-Ьетх такое йаправлен1е, относительно кото- 
рагоуголъ (р между осями а и/? положителенъ. Если г' есть 
винтъ параметра нуль, у котораго ось совпадаетъ съ осью е, 
но им-Ьетх прямо противоположное направленхе, то г'= — г, и 
уголъ в' между осями а л )3 относительно направлен1я г' ра- 
венъ — ^. Следовательно, мы можемъ Уа^3 представить также 
въ видЬ Уа,3^==^ТаТ^8пд'^^ . Итакъ мы можемъ резюмировать 
вс4 результаты §§ 40 — 42 сл4дующимъ образомъ. 

Векторное произведете ^вектора /? на Ьивекторъ а мы 
всегда можемъ представить въ видты 

Уа/3—ТаТ/38пве, (34) 

гдгь г есть винтъ параметра нуль (Те = 1), у котораго осью 
служить лингя кратчайшаго разстоянгя между осями мно- 
жителя а и множимаго /3, и в — комплексный уголъ между 
ними относительно положительнаго направленгя оси е. 
Пользуясь формулами (8, 24, 34), мы им-Ьемх: 

а^З = ТаТ^в{—С8в + €8пв), (35) 

формулу тожественную съ формулой теор1и кватерн1ановъ для 
произведен1Я двухъ векторовъ. 

44. Дтьленге. ПутьСН/'/огЛ'НатШоп'а. Исходной точкой 
нашихъ изсл4дован1й послужило изучен1е операцхи умножешя 
двухъ бивекторовъ, которое и привело насъ къ понят1Ю о 
бикватершон*. Излагая винтовое счислеше, мы могли бы из- 
брать, однако, другой путь, путь намеченный СШГогй'омъ, 
который разсматриваетъ бикватернхонъ, какъ результатъ, про- 

5 
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ИСХ0ДЯЩ1Й отъ д^лвЕШ двухъ бивбкторовъ (моторовъ, по тер- 
минолопи СИГГогй'а). Исходя изъ этого опред'Ьлен1я и уста- 
новивъ а рпоп, по принципу устойчивости, н']^которые за- 
коны операщи д1&лен1я, можно развить всю теорхю биква- 
терншновъ, шагъ за шагомъ сл'Ьдуя за НашхКоп'омъ, который 
въ своихъ трактатахъ „Е1етеп1;8 оГ ^иа1;е^шоп8 " и „Ьес1;иге8" 
опред'бляетъ кватерн10нъ какъ частное отъ д'Ьлен1я двухъ 
векторовъ, им'Ьющихъ общее начало^ и путемъ геометрическихъ 
соображен1й выводитъ основныя свойства кватерн10новъ. Пос- 
вящая конецъ этой главы операщи д:Ьлен1я и разсматривая 
бикватерн10нъ какъ частное отъ д'Ьленз'я двухъ бивекторовъ, 
мы не им'Ёемъ, однако, въ виду показать, какимъ образомъ, 
анализируя операц1Ю д'6лен1я, мы можемъ придти къ понят1Ю 
о бикватерн10Н'Ь. Читатель найдетъ это у СПЙЪгй'а. Наша 
задача заключается скорее въ томъ, чтобы, пользуясь уже 
изв']§стными намъ результатами, геометрически интерпретиро- 
вать бикватерн10нъ и его основныя свойства, а также въ 
общихъ чертахъ познакомиться съ т'ёмъ характеромъ, который 
приняло бы изложен1е теорхи бикватерн10новъ, если бы мы 
пошли по пути СИйогй-Наш11<;оп'а. Мы увидимъ, что ту роль, 
которую въ теор1и кватерн10новъ играютъ вещественныя числа 
и конечныя вращен1'я вокругъ перес^кающихъ осей , въ 
теор1и бикватерн10новъ играютъ числа комплексныя вида 
а^^-с^а^ и конечныя винтовыя перем'Ьщен1я вокругъ осей пе- 
ресекающихся, или непересекающихся. 

45. Основныя формулы. Разсмотримъ какой видъ ии^етъ 
бикватершонъ д=/?/а, гд* а и ^в суть два бивектора. Пусть, 
какъ и въ предъидущихъ параграфахъ, г означаетъ винтъ 
параметра нуль (Т^«1), идущ1й по лин1и кратчайшаго раз- 
стояшя между осями а и /в и в^(р-^сос1 комплексный уголъ 
между ними относительно направлен1я г. Щкля. ^ на а, мы 

получаемъ [(18) § 22] ^3:а = (^ЗКа):Nа, жоКа а[(15) § 22], 

сл-Ьдовательно /?:« = — {^Ва): Nа^ — {8/ва + Т/ва): Иа^ 
{ — 8а)3 + Уа^зу.Ка^ или, пользуясь формулами (34) и (24), 

^ =^/а « (Т^3/Та){с8в + езпв) (36) 

Итакъу частное, происходящее отъ дгьленгя /3 иаа есть 
бикватернгонъ, у котораго тензоръ = частному отъ дгьленгя 
тензора дгьлимаго, /3, на тензора дтьлителЯу а, ось удетъ по 
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линги кратчайшаго разстоянгя между осями а и /в иугломъ 
служить комплексный уголь между ними. 

Изъ предъидущей формулы мы получаемъ: 

8''-'^(Т/31Та)с8в (37) Г^-^{Щ1а)8пве (38) 

ее и 

Т7^-~{ЩТа)8пв (39) 

Припоминая, что параметръ лроизведен]я » сумм*! пара- 
метровъ множителей и параметръ частнаго = разности парамет- 
ровъ д-блимаго и д-Ьлителя [(44), (48) § 27], изъ формулъ 
(37) и (39) легко находимъ: 

Р8^= Т^—Та—й1д<р (40) 

Р7^~-'Р/3-Ра+Лс1,д^ (41) 

5 ^ -. {Щ/Та^) {С8(р + с}[{Р^—Щс8(р— а8П^}\) (42) 
ТУ^ = {Т/З^Та,) {8п<р ^ а{{Р^—Ра)8П(р + Ас8ф\) (43) 

Частное отъ д-бленья /? на а получаетъ другой замеча- 
тельный видъ, если мы во вторую часть (36) вместо свв^ 
8пву Та, Т^в подставимъ ихъ развернутыя выраженхя [(30) 
§ 25] и [(19) § 36] и примемъ во внимаше, что е*«=» — 1; 
мы получимъ тогда: 

/в/а = [Т/8^Та,][1 -ь со{Р^—Ра)][с8^ + е8п^][1 + азае] (44) 

Такимъ образомъ частное отъ д'6лен1Я двухъ бивекторовъ 
разлагается на произведен1е четырехъ множителей, порядокъ 
которыхъ мы можемъ м']^нять каЕЪ угодно. 

46. Бикватертот, какъ частное. Для даннаго бикватер- 
нюна ^=^Т^{с80'\'е8пв) мы всегда можемъ подобрать два би* 
вектора а и у5 такъ, чтобы у5/а = ^. Действительно, изъ тео- 

5* 
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(ъидущаго параграфа видно, что бивекторы а т ^ 
овлетворять равенству ^/а = ц^^ если ихъ оси пере- 
ось д подъ прямымъ угломъ, если комплексный уголъ 
ями = углу бикватершона д, ^, и если, наконецъ, 
^у07^1*— Тд. Эти услов1я, не определяя вполне бивекторовъ 
а и /5, даютъ только относительное положенхе осей а и у5 и 
отношен1е ихъ тензоровъ, такъ что одинъ изъ бивекторовъ а, 
или ^ мы можемъ выбрать произвольно, лишь бы ось его 
пересекала ось д подъ прямымъ угломъ, и только тогда другой 
изъ нихъ определится. Такъ какъ существуетъ со* бивекто- 
ровъ, оси которыхъ пересЬкаютъ ось д подъ прямымъ угломъ^ 
и которые могутъ быть приняты или за а, или за /?, то су- 
ществуетъ оо* паръ бивекторовъ, удовлетворяющихъ услов1Н> 
^3|а = д. 

Итакъ, всякгй бикватернгонъ д мы можемъ разсматри- 
вать какъ частное отъ дгьлетя двухъ бивекторовъ /3 на а. 
Ъсякгй бивекторъ. ось котораго пересгькаетъ ось ^ подъ пря- 
ми мъ угломъ^ мы можетъ принять или за би^екторъ а, или 
за бивекторъ /в и въ первомъ случап) подобрать бивекторъ /?, 
а во второмъ бивекторъ а такъ^ чтобы у5/а = д. 

Им4я возможность представить бикватершонъ д въвид'Ь 
^в/а мы можемъ геометрически изобразить его совокупностью 
бивекторовъ а, /? и винта г параметра нуль, ось котораго 
идетъ по лиши кратчайшаго разстояшя между осями а и /? 
и имеетъ такое направленхе, относительно котораго уголъ 
между д^лителемъ а и д-Ьлимымъ у5 положителенъ. Благодаря 
последнему условш, мы всегда можемъ по направлен1Ю оси г 
определить, который изъ бивекторовъ а и /? есть делитель и 
который— делимое. Если, впрочемъ, это намъ известно, то 
намъ не надо знать направлешя оси е, и бикватерн1онъ ^ ми 
можемъ задать только двумя бивекторами а и /?. Когда бик- 
ватерн10нъ задачъ геометрически, не трудно выразить его и 
комплекснымъ числомъ. 

Понятно, что при геометрическомъ изображенхи биква- 
терн10на его свойствамъ будутъ соответствовать свойства трехъ 
бивекторовъ а, /3 я е и операц1ямъ надъ бикватер шопами 
некоторыя геометрическ1я построен1я. Къ разсмотрешю гео- 
метрическихъ йнтепретащй свойствъ бикватерн1оновъ и изу- 
чен1ю геометрическихъ построенхй, отвечающихъ операщямъ 
надъ ними, мы теперь и переходимъ. 
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47. Приведете биквашеригоновъ къ одному знаменателю у 
гслц числителю. Щетка, Однощеточные или коллинеарные бик- 
^ат^ершоны. Пусть мы им4емъ два бикватервхона ^ и д'. По- 
€троимъ ЛИН1Ю кратчайшаго ра8Стоян]я между осями ^ и д' 
и примемъ ее за ось бивектора /? съ произвольнымъ тензо- 
ромъ. Ось бивектора/? будетъ пересекать какъ ось ^'у такъ и ось 
^, подъ прямымъ угломъ, а потому, на основаши предъидущаго 
параграфа, мы всегда можемъ подобрать бивекторы а, а\ у, у' 
такъ, что ^ ^^3/а = а'//? и д' = у/^в '^/З/у'. Итакъ мы приходимъ 
къ сл*Ьдующему результату. 

Если мы имгьемъ какге либо два бикватеригона ^ и ^', 
то мы всегда можемъ представить ихъ 

I. въ видгь двухъ дробей^ ^^^в/а и ^'=/?/у', у которыхъ 
числители одинаковы] 

П. въ видгь двухъ дробей д«»а7/? и д' = у/>5, у которыхъ 
знаменатели одинаковы] 

III. въ видгь такихъ дробей д«/?/а, 4'=* у//?, что чис- 
литель одной равенъ знаменателю другой. 

Когда мы им-Ьемъ три, или бол^е, бикватершоновъ ^,^'5^'^.., 
то, вообще говоря, мы не можемъ сд'Ьлать у ыАхъ числители, 
или знаменатели одинаковыми и не можемъ общ]й числитель 
н^которыхъ сд'Ьлать общимъ знаменателемъ у остальныхъ. 
Очевидно это будетъ возможно только тогда, когда оси дан- 
ныхъ бикватерн1оновъ им']Ьютъ общую лин1ю кратчайшаго раз- 
СТ0ЯН1Я и, следовательно, всЬ пересЬкаютъ одну и ту же пря- 
мую подъ прямымъ угломъ. Въ дальнЪйшемъ мы весьма часто 
будемъ встречаться съ геометрической формой, которую образу- 
етъ совокупность прямыхъ, пересекающихъ одну и ту же пря- 
мую подъ прямымъ угломъ, мы будемъ называть эту форму щет- 
кой. Такимъ образомъ, оси данныхъ бикватерн10новъ должны 
принадлежать къ одной и той же щетк^. Бикватерн10ны, удо- 
влетворяющхе этому услов1ю, мы можемъ назвать, поэтому, 
однощеточными бикватернюнами. 

Зам^тимъ, что однощеточные бикватерн10ны аналогичны 
по своимъ свойствамъ съ коллинеарными кватерн1онами [На- 
т11(оп, Б1етеп(8, § 209], оси которыхъ перпендикулярны къ 
одной и той же прямой; поэтому мы можемъ назвать ихъ 
также коллинеарными бикватершонами. 

Итакъ, для тоюу чтобы трщ или болтье, бикватернгоновъ 
^^ы могли представить въ видгь дробей, у которыхъ или чис- 
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лители одинаковы^ или знаменатели одинаковы, или общгй 
числитель однихъ служить общимъ знаменателемъ другихъ, 
необходимо и достаточно, чтобы данные бикватернгоны были 
однощеточными или коллинеарными бинватернгонами. 

48. Сложенге, вычитанге, умно тенге идгьленге бикватер- 
нгоновъ. Желая сложить два данныхъ бикватерн1она д и д', мы 
представимъ ихъ въ вид% дробей, у которыхъ знаменатели 
одинаковы: д — а7у5 и д' = у/^ [см. предъидущШ параграфъ]. ' 
Умножая сумму ^ -+- я' на /?, мы получаемъ {^ -н д')/? = (а7у5 -ь 
у//3)^3 = {а7/в)/3'^{у//3)/3-а'-^У, откуда 

дч.д'-а7/5 + ///?- (а' + /):/?. (45) 

Такимъ образомъ, сумма д + д' геометрически будетъ изоб- 
ражаться совокупностью двухъ бивекторовъ а''{'У и /?, изъ 
которыхъ второй намъ изв1^стенъ, а первый, а'-^у, строится 
по изв'Ьстнымъ правиламъ помощью цилиндроида/ Подобнымъ^ 
же образомъ строится и разность двухъ бикватершоновъ: 

а - д' = а'/^-у//3 = (а' - у) :/? (46) 

Если мы хотимъ построить бикватернюнъ д'.д, то изоб- 
ражаемъ дид' дробями такъ, чтобы знаменатель множителя — 
числителю множимаго: д=/?/а и д'-у//?. Умножая произве- 
дете д'.д на а, мы им4емъ: (д'д)а= (^ . -)а = з- • (— л ) 

=|-/? = /, откуда 

^ ^ р а а - ^ 

Такимъ образомъ, произведен1е будетъ изображаться бн- 
векторами а и у, Зам4тимъ, что фигура, которую образуютъ 
оси бивекторовъ Д./?, у и оси бикватерн10новъ д,д' и д'д, пред- 
ставляетъ косой шестиугольникъ, вс4 углы котораго прямые. 

Наконецъ, чтобы построить частное д':д представимъ 
д и д' въ вид^ дробей съ одинаковыми знаменателями: ц^а'/Д 
и с^=у/Д' Мыувидимъ дал-Ье [см. § 55 ], что бикватершонъ 
обратный къ д, д-^=/?/а', а потому, означая частное д':д черезъ 
д'^, мы будемъ им']&ть 

д''=д7д=д'.д-=(у//?):(а7^) = (///5).(/?/а')=у/а' (48> 
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Частное, сл'Ьдовательно, будетъ изображаться совокуп- 
ностью бивекторовъ а! и у, 

49. Тазложенге бикватеригона на сумму двухъ. Геомет- 
рическое значенге знаковъ 8 и V и ихъ основного свойства. 
Если въ бикватернюн* д=^/а мы разложимъ числитель, 
бивекторъ у5, на сумму двухъ, л-^^^ то и бикватершонъ д 
разложится на сумму двухъ: д=д' ч- д", гдЬ д'=у57а и д"=/?'7а. 
Одно изъ этихъ разложен] й, соотв']^тствующее разложен1Ю бик- 
ватернюна на его скаларную и векторную части, особенно 
важно. Его мы теперь и разсмотримъ. 

Построимъ винтъ е параметра нуль, которому осью слу- 
житъ ЛИН1Я кратчайшаго разстоянхя между осями а и /?, и 
черезъ точку перес*чен1я осей а и г, означимъ ее черезъ О, 
проведемъ лишю а', перпендикулярную къ плоскости прямыхъ 
а и г. Если мы примемъ точку О за точку приведен1я бивек* 
тора у5, то онъ будртъ характеризоваться двумя векторами 
Д и Д, которые будутъ лежать въ плоскости осей а и а', 
ибо первый есть главный векторъ и параллеленъ оси >?, а 
второй есть скорость точки О при винтовомъ движеши, опре- 
д^ляемомъ бивекторомъ /?, и перпендикуляренъ къ лин]и крат- 
чайшаго разстоян1я,.т. е. къ оси е. Каждый изъ векторовъ/?^ и Д 
мы можемъ, сл']^довательно, разложить на два по направлен1ямъ 
осей а и а', тогда и бивекторъ /? разложится на сумму двухъ 
бивекторовъ /?' и /?", изъ которыхъ одинъ имЬетъ своею осью 
ось а, а другой прямую а'. Легко определить тензоры этихъ 
бивекторовъ. Векторъ Д образуетъ съ осью а уголъ 9с>=углу 
между осями а и /? и его проэкцш на ось а и прямую а! 
булуиъ Т/5^С8^> и Т/в^8П(р, Векторъ Д, слагаясь изъ двухъ: 
скорости поступательной, равной произведен1ю Р/в./З^, и ско- 
рости вращательной, равной Т^^Л^ гд* Л есть кратчайшее 
разстоян1е между осями а и ^5, и перпендикулярной къ на- 
правлен1Ю ^^^ будетъ им-бть по осямъ а и а' составляющхя 
Т^^^Т^хв^—й^гкр) и Т^^{Р^8П(р'\-йс8(р). Следовательно, 

Т0=Т/^^ \с8^) ч- со {Р/в.С8у)—с18П(р)] 

=Г/5Д1 + СОР^) (С8(р—СОСГ8П(р)==Т/вС80 
Т/3"=Т/3^[8Пу) + СО{Р^.8П(р 4- аС8(р)] 

=Т/?о (1 + соР^) {8П(р + (0(1с8д))=Т^38пв , 
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гд* ^=до-ь«й есть комплексный уголъ между осями а ^ ^3. 
Пользуясь теоремой § 45, мы находимъ, что /3'/а=={Т^8с8в):Та 
и ^в" /а=^{Т/в8пве):Та и, следовательно, 

/?Уа=5 ^-=8^] /? 7а = 7 ^ = Гд (49) 

д=^=^ +^=8^+Г^ =8^ + Гд (50) 



а а а а а 



Итакъ, если мы^ представивъ бинвашеригонъ д въ видть 
^1а^ разложимъ бивекшоръ /3 на сумму двухъ^0 л-0^ изъ ко- 
торыхъ первый имгьетъ своею осью ось а, а второй прямую, 
пересгькающую ось а въ точкгь еявстргьчи съ лингей кратчай- 
гиаго разстояигя между осями а и ^3 и перпендикулярную 
Кб этой линги и къ оси а, то биквашернгонъ разложится 
на сумму двухъ: д'=/?7л ^ д"=/3'7л; первый изъ нихъ будетъ 
скаларнымъ числомъ^ ^8^, а второй — бивекторомг^ Гд. 

Главное свойство знаковъ 8^У выражается равенствами 

5(д + д')=5д-ь5д', (51) 

7(д + д'>=7(1'+7д', (52) 

которыя очевидны, пока мы разсматриваемъ бикватершоны 
какъ комплексныя числа, и представляютъ дв^ теоремы теорхи 
винтовъ, если мы будемъ разсматривать бикватернюнъ какъ 
частное отъ д'Ьлен1я двухъ бивекторовъ и интепретировать 
скаларную и векторную части бикватершона такъ, какъ только 
что было указано. Не трудно показать, что эти теоремы рав- 
носильны т^мъ, которыя выражаютъ собой свойство дистри- 
бутивности скаларнаго и векторнаго умножен1я бивекторовъ. 
Д-Ьйствительно, представивъ бикватерн1оны д и д' въ вид* 
ц==:а^цЗ и ((^=у1^^ мы по § 45 им^емъ формулы 

8{(1 + (^)=:8[{а^+у):^в]=-[8{а' + у)^]:К^ 

изъ которыхъ видимъ, что равенство 8{а! +у)^=:^8а^^ + 8у^ 
влечетъ за собой 5(д -ь д')==в'д -»- 5д' и обратно изъ равенства 
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зтораго сл'Ьдуетъ первое. Также докажемъ, что равенство 
V{^ ч- д')=Т^Ч "+- Щ' равносильно равенству Т{а' + у)/в -= Та'/? + 
Уу/З. Мы ограничимся 8д4сь этими увазашями, отлагая до 
сл-Ьдующей главы разсмотр'Ьнхе геометрическаго смысла свойствъ 
Дистрибутивности сваларнаго и вевторнаго умножен1я бивев- 
торовъ, а следовательно и формулъ (51) и (52). 

50. Случаи, когда 8/3/а = 0, ]Р8^в/а=:оо , 7/?/а = 0, 
РУ/в/(х=со, Прямей бикватернгонъ. Тавъ вавъ въ числителе 
8^в/а стоить Т/3,с8в [см. (49) или (37)] то 
Р8/3/сх;=со, 1) если1}?=:со; по Резв =^со и 2) если Рсв^=сх), 
но /}5=|=оо; 

5/?/а=0. 1) если Г/?=0, 2) если С8в=:0 и въ 3) если Р^в=со 
и Рс8в^=со\ всл-Ьдствхе неопределенности положенхя оси /в 
мы можемъ разсматривать этотъ случай вавъ частный случай 
предъидущаго [см. разсужден1я § 38]. 

Итавъ, Р8В/а^=оо, 1) когда параметръ дгьлимаго=юо и 
паправленгя осей а и ^в пе перпендикулярны и 2) когда Р/3 =^оо 
и оси, не пересгькаясь^ взаимно перпендикулярны] 

8^1а'=^, 1) когда числитель /?=0 и 2) когда оси а и/3 
пересгькаются подъ прямымъ угломъ. 

Тавъ вавъ въ числител-Ь ТУв/а стоитъ Т^ьпв [см. (49) 
или (38)], то 

РУ^/а=2со, 1) если Р^=со^ но 1^л^=»=оо и 2) если Р8пв=со^ 
но /}5=»=оо; 

У/?/а=0, 1) если Т/?=0, 2) если впв=^ и въ 3) если ^^=сx) 
и Рвпв=со\ всл'Ьдств1е неопределенности положешя оси мы 
можемъ разсматривать этотъ случай, вавъ частный случай 
предъидущаго [см. разсужден1я § 41] 

Итавъ, Р7/?/а=оо, 1) когда параметръ дп»лимаго=со и 
оси а и ^в не параллельны и 2) когда Р/3=^оо и оси^ не совпа- 
дая^ параллельны^ 

УД1а:==й, 1) когда числитель /в=0 и 2) когда оси а и ^ 
совпадаютъ. 

Изъ предъидущихъ теоремъ следуетъ. 

I. ^/а=0 тольво тогда, вогда /3=0. 

П. Если делимое /?=»=0, то частное /?/а тольво тогда 
будетъ сваларнымъ числомъ, вогда оси /3 и а совпадаютъ, и 
тольво тогда будетъ бивевторомъ, вогда оси а и /3 пересе- 
ваются подъ прямымъ угломъ. 
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III. Бивекторъ (^ мы можемъ разсматривать какъ част- 
ное отъ д'Ьлен1я двухъ бивекторовъ, оси Еоторыхъ взаимно^ 
периендикулярны и перес']Бкаютъ ось сГ подъ прямымъ угломъ 
въ одной и той же точк']^. Бъ этомъ смысл'Ь всяк1й бивекторъ 
мы можемъ назвать прямымъ бикватерн1ономъ. 

51. Бикватерпгонъ^ какъфакторъ. Изъ самаго опред^ле- 
шя операщи д'Ьлен1я сл-Ьдуетъ, что у5/а есть такой бикватер- 
шонъ д, что /!?=да. Бикватершонъ д, разсматриваемый какъ- 
факторъ, преобразуетъ, сл'Ёдовательно, бивекторъ а въ бивек- 
торъ ;5, онъ эквивалентенх, стало быть, совокупности н4кото- 
рыхъ геометрическихъ операщй, помощью которыхъ бивекторъ 
а переводится въ бивекторъ ^. Если мы примемъ точку при- 
веден1я бивектора а на его оси, то онъ будетъ определяться 
совокупностью двухъ векторовъ а^ и а^, лежащихъ на оси а,, 
или совокупностью вектора а^ и Ра=^а^1а^\ точно также би- 
векторъ у5 определяется двумя векторами ^^ и Д , лежащими 
на его оси, или же векторомъ Д и параметромъ Р^:=^^/^^. 
Такимъ образомъ, бивекторы ^ "^ а отличаются одинъ отъ 
другаго положенхемъ ихъ осей, длиною векторовъ ^^ и а^ и 
величиной ихъ параметровъ, Р^ и Ра, и для того, чтобы пре- 
образовать бивекторъ а въ бивекторъ /?, мы должны перемес- 
тить ось а до совпаден1я ея съ осью у5 и превратить векторъ 
а^ въ Д и Та въ Р^. Преобразован1е бивектора а въ бивек- 
торъ /? можетъ быть разсматриваемо, следовательно, какъ 
некоторая сложная операщя, которую мы можемъ разложить 
на четыре части. 

I. При первомъ преобразоваши оставляемъ неизменными 
положен1е и направлен1е оси а, но изменяемъ главную часть 
а, «о, такъ, чтобы а^ сделался подлине равнымъ вектору Д; 
съ этою целью мы должны а^ умножить на отношен1е длинъ 
векторовъ ^^ и «о? т. е. на Т^^Та^. Мы получаемъ тогда 
бивекторъ у5', который имеетъ общую ось съ а, и тензоръ 
котораго Т/?'=Т/?,(1 + (и>Ра). 

П. Не изменяя оси бивектора ^\ совпадающей съ осью 
а, и его главнаго вектора, изменимъ Т0=:-Та такъ, чтобы 
онъ сделался равнымъ ^^; для этого мы должны къ параметру 
Ра прибавить разность Р/З—Ра. Мы получимъ тогда бивек- 
торъ /?", имеющ1й общую ось съ а и тензоръ котораго 1)5"= 
Т)3,{1 + соР^)=Т/3. 
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III. Построимъ лин1ю кратчайшаго разстоян1Я между 
осями а и /? и означимъ черезъ г винтъ параметра нуль, 
им'Ьющ1й эту прямую своею осью. Третье преобразованхе со- 
стоитъ въ томъ, что мы, не изменяя 1/?"=2/?, изм4няемъ 
направлен1е оси 0^ (о^и а) такъ, чтобы она сделалась парал- 
лельной оси бивектора ^, для чего поворачиваемъ ось /?" 
(ось а) вокругъ оси г на уголъ (р въ направлен1и, опред'Ьляе- 
момъ знакомъ 9^. Мы нолучимъ тогда бивекторъ 0^\ ось ко- 
тораго пересЬкаетъ ось г и параллельна оси /6", и тензоръ 
котораго Г/?'''=Г;?Д1-нб)Р/5)=2;5. 

IV. Навонецъ, не изменяя тензора бивектора 0^^ и на- 
правлен1я его оси, переносимъ последнюю поступательно по 
направлен1ю оси г на величину А такъ, чтобы она изъ поло- 
жен1я /5'" перешла окончательно въ положен1е оси /?. Тогда 
мы получимъ бивекторъ Д 

Чтобы выполнить первыя дв']^ операц1и мы должны знать 
два числа: отношеше Т/3^:Та^ и разность Р^ — Ра; для третьей 
операщи намъ должны быть даны: прямая г, положен1е кото- 
рой определяется четырьмя величинами и уголъ поворота=: 
углу между осями а и /?; наконецъ, для совершешя четвертой 
операщи мы должны знать разстоян1е Л, Такимъ образомъ 
сложная операц1я преобразован1я бивектора а ъъ /3 можетъ 
быть задана 8 величинами, и бикватерн10нъ (3^=^1(1^ который 
характеризуетъ эти операщи, долженъ содержать 8 величинъ, 
что, какъ намъ известно, действительно им^етъ м^сто. 

Каждую изъ указанпыхъ операщи мы будемъ называть 
элементарной операщей. Такимъ образомъ, биквашврнгонг д, 
разсматриваемый какъ факторъ^ эквиваленшенъ^ вообще говоря^ 
чешыремъ элеменшарнымъ операцгямъ, ДвЬ изъ нихъ м^няютъ 
тензоръ бивектора а, оставляя неизменной его ось, две дру- 
пя меняютъ положеше оси а, оставляя неизменнымъ его тен- 
зоръ. 

52. Элементарные бшеватернгоны. Въ частныхъ случаяхъ 
при преобразован1и бивектора а въ бивекторъ /5 можетъ от- 
сутствовать та, или другая, операц1я; можетъ также случиться, 
что достаточно будетъ выполнить только одну изъ этихъ опе- 
раций. Такъ, если оси а и /3 совпадаютъ, то для преобразо- 
ван1я а ъъ /в достаточно выполнить только первую операц1Ю, 
когда Ра=Р/3 и только вторую, когда Та^=Т^в^, Если Та= 
Т/5, то достаточно повернуть ось а на некоторый уголъ, т. е. 
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выполнить третью операщю, вогда оси а и /? пересекаются 
и сообщить оси а только поступательное перем']^щен1е, т. е. 
выполнить четвертую операц1Ю, когда оси а и /? параллельны. 
Въ этихъ случаяхъ бикватерн10нъ д=-^/а будетъ эквивален- 
тенъ одной изъ элементарныхъ операщй, и мы будемъ назы- 
вать его элементарнымъ бикватерн10номъ. Элементарные бив- 
ватерн10ны могутъ быть, сл']&довательно, четкгрехъ типовъ; 
разсмотримъ ихъ. 

I. Пусть оси а и у5 совпадаютъ и Ра='РР\ тогда ^= 
^4-ос?=0 и формула (36) намъ даетъ: 

^:а;=Т^,:Та,, (53) 

т. е. частное отъ д%лен1я двухъ бивекторовъ, им']^ющихъ общую 
ось и одинаковый параметръ, есть вещественное число=:част- 
ному отъ д']^лен1я длины главныхъ векторовъ. Итакъ, элемен- 
тарный бикватернгонг перваю типа есть вещественное число. 

II. Пусть оси а и /? совпадаютъ и а^-=^^\ тогда Та^^=. 
Т/в^, в=(р+сэс1=^0 и формула (36) даетъ: 

В:а=1 + сэ{Р^в—1а), (54) 

т. е. частное отъ д'Ьлен]я двухъ бивекторовъ, им-Ьющихъ 
общую ось и одинаковый главный вевторъ, есть вомплевсное 
число, главная часть ЕОтораго=единиц'Ь и параметръ=^^? — Ра. 
Итавъ, элементарный бикватернгонг втораго типа есть ком- 
плесное число вида а^+сэа^^ у кошораго главная часть, а^=^ 
единиг^п^. 

III. Пусть оси а и ^3 пересекаются и Та=Т^\ тогда 
^=90 (й=0) и мы получаемъ (36): 

/?:а=с59Р-ье5пдо, (55) 

т. е. частное отъ д4лен1я двухъ бивевторовъ, у воторыхъ оси 
пересеваются и тензоры одинаковы,=восинусу угла между 
осями + винтъ параметра нуль, осьвотораго проходитъ черезъ 
точву пересбченая осей и въ нимъ перпендивулярна, умножен- 
ный на синусъ того же угла. Умножая бивевторъ а нас590н- 
г5П9^, мы полу чаемъ бивевторъ /?; следовательно, бивватершонъ 
<с$9^ + г$п9^, разсматриваемый вавъ фавторъ, поворачиваетъ ось 
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а на уголъ (р вокругъ оси г, и мы можемъ назвать его 
вращающимъ бикватернхономъ. Итакъ, бикватернгонг третьяго 
шипа, вращающгй бикватернгоиъ, равняется косинусу нгько- 
тораго угла + виншъ параметра нуль, умноженный на синусъ 
того же угла. 

IV. Пусть оси а Е /в параллельны и Та^=Т^З\ тогда 
в=ос1{(р=0) и мы получаемъ (36): 

^:а=1'\'Соае (56) 

т. е. частное отъ д'Ьлен1я двухъ бивекторовъ, им'Ьющихъ оси 
одинаковаго направлешя и одинаковые тензоры,=единиц'Ь ■+- 
винтъ произвольнаго параметра, ось котораго перпендикулярна 
къ осямъ бивекторовъ а и /3 и параллельна ихъ плоскости^ 
умноженный на сосЛ, гд-Ь с1 есть разстоянхе между осями а и 
В, Умножая а на 1 + соес1, мы получаемъ /3] следовательно, 
бикватерн1онъ 1-^сое€1, разсматриваемый какъ факторъ, сооб- 
щаетъ оси а поступательное перем-Ьщенхе, не изм-Ьняя его тен- 
зора , и мы можемъ назвать его поступательнымъ биква- 
тернхономъ. Итакъ, элементарный биквашернгонъ четвертаго 
типа, поступательный бикватернгонг, равенъ единиг^ть -\' би- 
векторъ безконечно больгиаго параметра. 

53. Разложенге биквате^нгона на множители. Всяк1й 
неэлементарный бикватерн10нъ , получающ1йся при д^леши 
у5 на а, эквивалентенъ совокупности двухъ, или трехъ, или 
четырехъ элементарныхъ операц1й и соответственно этому 
можетъ быть разложенъ на произведете двухъ, трехъ, или 
четырехъ элементарныхъ бикватернхоновъ. Въ самомъ д^лЬ, 
обратимся къ общему случаю, когда бикватерн1онъ эквивален- 
тенъ четыремъ элементарнымъ операщямъ . Бикватершонъ 
у57л, гд* у5' есть бивекторъ, въ который первая операщя 
преобразуетъ бивекторъ а [см. § 51] есть элементарный би- 
кватерн1онъ перваго типа; означая его черезъ ^', мы им4емъ: 

а' = ТДТа, и ,5' = д'а. 

Бикватерн10нъ д"=/?'7у5', гд* /?'' есть бивекторъ, въ ко- 
торый вторая операц1я преобразуетъ бивекторъ /?', есть эле- 
ментарный бикватершонъ втораго типа; мы им^емъ: 

((^/3^^:^3' =^\-\-со{Р/3—Ра) и /?'' = д''^' = д'^а- 
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Дал-Ье, бикватерн10нъ ^'" =/?"7/?'", гд-Ь/?'" есть бивекторъ, 
въ который третья операщя преобразуетъ бивекторъ /?", есть 
вращающ1й бикватерншнъ, и следовательно 

Наконецъ, бикватершонъ д'^'' »=/?//?'" есть бикватершонъ 
поступательный, и сл'Ьдовательно 

откуда д =у5:а=д""д"'д"д', 

что и доказываетъ наше положен1е. Такимъ образомъ, мы 
приходимъ снова путемъ геометрическихъ соображен1й къ 
формул*]^ [(^^) § 4^]- Всяюй разъ, когда въ преобразован1и 
бивектора а ъъ /3 будетъ отсутствовать какая нибудь изъ 
элементарныхъ операц1й, соотв-Ьтствующхй этой операц1и эле- 
ментарный бикватершонъ обращается въ единицу. Такъ на- 
прим']Ьръ, если оси а и /6* параллельны и одинаково направ- 
лены, то для преобразован1я а въ ^в н^тъ надобности пово- 
рачивать оси а; следовательно, операщя третья будетъ отсут- 
ствовать, и вращающ1й бикватершонъ сзд^-^езпср^!. Итакъ 

Биквашернгоиъ ^/а разлалаешсн па произведете , во- 
обще говоря^ четирехъ элементарныхъ бикватернгоновь\ при- 
чемъ каждой изъ элеменупарныхъ операцггс, посл^ьдсвашельнымъ 
примуьненгемъ которыхъ мы можемъ бивекторъ а преобразо- 
вать въ бивекторъ у5, соотвгьтствуетъ свой опредгьленный 
множитель^ который обращается всякгй разъ въ единицу, 
когда въ преобразованги авъ^ отсутствуетъ соотвгьтсшвую- 
щая ему операщя. 

Такъ какъ всяк1й бикватерн10нъ д мы можемъ разсматри- 
вать какъ частное отъ д'Ьлен1я двухъ бивекторовъ, то изъ предъ- 
идущей теоремы сл-Ьдуетъ, что всякгй бикватершонъ д мы 
можемъ разложить на произведете четырехъ элементарныхъ 
бикватернгоновъ. Действительно, представивъ ^ въ вид* д = 
Т({(с80 + е8пв), гд-Ь в=^(р + соЛ есть уголъ бикватерн10на [см. 
§ 26], развертывая Тц^сзв и зпв по формуламъ [(27) § 25] 
и [(19) § 36] и замечая, что к* = — 1, мы получаемъ: 

д « Т^^{ 1 ч- С0В1) {С8^ ч- е8пф){1 + сэЛе) (57) 
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54. Тензоръ и верзоръ бикватернгона иихъ главное свой- 
<^тво. Въ прсдъидущемъ параграф^Ь мы разложили бикватер- 
Н10нъ д ва произведен1е четырехъ элементарныхъ биЕватер- 
в10новъ. Произведен1е двухъ изъ нихъ даетъ намъ тензоръ д, 
произведен1е двухъ другихъ его верзоръ: 

?7д = {с8(р -\- е8П(р) (1 4- схЛе) 

^^т^.^^. (58) 

Если бы мы представили бивватерн10нъ ^ въ вид'6 

^^^з/а, то 

Т(1^Т^:Та (59) 

Щ^ЩЛа. (60) 

Первая изъ этвхъ формулъ была доказана уже въ § 45 
[форм. (36)]. Вторая сл-Ьдуетъ изъ той же формулы (36), ко- 
торая даетъ намъ 11/8:17 а ^-сзв-^езпв^ если мы припомнимъ, 
что ТТа и 17/5 суть винты, оси которыхъ совпадаютъ соотв-Ьт- 
ственно съ осями а и /? и параметры которыхъ равны нулю, 
такъ что ТПа^г и ТЩ^\. 

Изъ (59) и (60) легко выводятся формулы (43) и (45) 
§ 27. Мы должны только представить бикватерн10ны ^ и д' 
въ вид-Ь /3/а и уЦЗ\ тогда пользуясь [(47) § 48], мы будемъ 
лм^^ть 

Гд'д = Т{у:а) - Ту.Та « {Ту:Т/3){Т^:Та) = ТдТд (61) 
Щ(1 = Щу:а) = и у: Па - ( Пу: П^в) ( П/З: Па) = V^' Щ. (62) 

55. Бгснватернгоиы, связанные съ даннымъ. Им^я неко- 
торый бикватернюнъ 

^ =/?:а = ТдД Гн- с^Р^){с8д) -»- е8П(р){1 ч- «йг), 

гд'Ь Рд = 1}5— Ра и Тд^«=ТД:Та^, мы можемъ получить изъ 
него ц'Ёлый рядъ другихъ, если изм']^нимъ звакъ у одного, 
двухъ, или у всЬхъ трехъ чиселъ Рд, д), ^ и оставимъ въ то 
же время множитель Т^^ безъ изм'1нен1я, или зам'Ьнимъ его 
величиной обратной. Мы будемъ им'!1^ть такимъ образомъ всего 
16 бикватерн10новъ, включая въ ихъ число и данный. Четыре 
мы получимъ, если сд'Ьлаемъ одну изъ указанныхъ перем'Ьнъ, 
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т. е. изм-Ьнииъ знакъ у одного изъ чиселъ 1^^ до, с?, оставляя 
неизм'Ённымъ множитель Т^^, или зам']&нимъ Т^^ величиной 
ему обратной, сохраняя знаки 1^1, д) ш с1. Шесть получимъ, 
сд'Ьлавъ дв* перемены, четыре — три перемены, и наконецъ 
одинъ — четыре перемены. Разсмотримъ некоторые изъ этихъ 
бикватерп10новъ. 

Проведемъ черезъ ось а дв-Ь плоскости, изъ которыхъ 
одна, плоскость первая, перпендикулярна къ оси ^ и, сл'^Ь- 
довательно, параллельна оси /?, а другая, плоскость вторая, 
проходитъ черезъ ось д, т. е. лин1ю кратчайшаго разстояшя 
между осями а и у5. Построимъ зат4мъ отражен1я оси /? въ 
этихъ плоскостяхъ, /?' — отражен1е въ первой плоскости и/?" — 
во второй. Очевидно, что отражешя: /?' во второй плоскости 
II ^3" въ первой совпадутъ съ одной и той же прямой /5'", 
которая будетъ симметрична съ осью /? относительно оси а. 
Мы будемъ им^ть, такимъ образомъ, четыре прямыхъ, кото- 
рыя попарно: ось /3 и /?'', /3' и /в'" лежатъ въ двухъ, парал- 
лельныхъ между собой и перпендикулярныхъ къ оси ^, пло- 
скостяхъ, и ВС* пересЬкаютъ ось г. Легко вид4ть, что комп- 
лексные углы относительно направлен1Я е между осью а и 
/?' , /3'\ /3'" будутъ попорядку д)—€ой^—(р-\-сой, — д)—сой\ 
следовательно, если мы построимъ бивекторъ а\ /3\ 0\ у5"', 
которые им-Ьютъ своими осями ось а и прямыя /?', /?'', /?'" и 
своими тензорами соответственно числа Та' = Та^{1 — соРа), 
Т/3'=^Т)3^{1-сэР^З), Т^в''=Т^в^{1—соР^в), Т/3"'^Т^в, то 

^'=^в':а'==Т^^{^—о)Р^)(с8^ + 68п(р){1—соае) (63) 

^" =.^в":а' = Т^^ {^—соР^) {с8(р—е8П(р) (1 + ойв) (64) 

2'"=^"':а = ГдД1 +оРд)(с5у)— г5П9))(1— Ые). (65) 

Бивекторы — ^3 'и — у5'' мы можемъ назвать отражен1ями би- 
вектора ^3 въ построенныхъ нами плоскостяхъ, бивекторъ — •/?' 
въ нормальной къ оси е плоскости, бивекторъ— ^5'^ въ пло- 
скости, проходящей черезъ ось, ибо безконечно малыя винто- 
выя движешя, опред'Ьляемыя бивекторами — >5' и — ^3^' суть отра- 
жен1я въ указанныхъ плоскостяхъ винтоваго движешя, опре- 
д-Ьляемаго бивекторомъ в\ бивекторъ — а' будетъ отраженхемъ 
бивектора а какъ той, такъ и въ другой плоскости. Всл-Ьд- 
ств1е этого бикватерн10ны д' и д" мы можемъ назвать отра- 
жешями бикватершона д, первый — нормальнымъ, второй — па- 
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раллельнымъ. Бикватернхонъ ц^" есть бикватерп10нъ дважды 
отраженный; такъ вакъ онъ получается изъ ^, если мы изм*]^- 
нимъ знакъ у г, то ^"'=^Е^ [см. (15) § 22]. 

Построен1я, подобныя предъидущимъ, даютъ возможность 
получить и остальныя изъ упомянутыхъ вами 16 бикватер- 
Н10новъ. Бикватерн1онъ обратный данному принадлежитъ къ 
ихъ числу, ибо изъ равенства (а//?) (у5/а) = 1 , сл4дуетъ, что 

д-1 :^а:^в -^{^:Т^^){^—с^Р^){с8у)—е8пд))(^—сос^е). (66) 

Умножая данный бикватернхонъ д на его отражепхя, мы 
получаемъ интересныя формулы: 

^'^ - (Т({,У{с82(р + ^т2(р) (67) 

^"^«№)Ч1-ь«2йг) . (68) 

а"а«№)Ч1+«22^)- (69) 

Зам4тимъ, что вообще произведен1е даннаго бикватер- 
Н10на на биЕватер10нъ, который получается изъ него путемъ 
п указанныхъ нами перем'Ьнъ (п^4), разлагается на произ- 
веден1е 4 — п элементарныхъ бикватерн10новъ. 

56. Умножеиге бивектора а на бикватернгонъ д, ось ко- 
шораго пересгьнаетъ ось а подъ прямымъ угломь. 

Произведете бивектора а на бикватернгонъ ({^Т(\{с8б-^ 
езпв). ось котораю пересгькаетъ ось а подъ прямымъ угломъ^ 
есть бивеншоръ /?, тензоръ кошораго = Т({.Та и ось кошораго 
мы получимъ, если сообщимъ оси а два движенгн: перемгьстимъ 
ее поступательно на величину Л по направленгю оси е, если 
с^^О, и въобратномъ направленги^ если б?<СО, и затгьмъ по- 
вернемъ ее вокругъ оси е на уголь д) по часовой сшргьлкгь^ если 
д&>0, и въ обратную сторону^ если (р<^^. Вмгьсто того, 
чтобы сообщать оси а два перемп>щенгя^ мы можемь сообщить 
ей одно— винтовое, которое имтьетъ ось е своею осью и опре- 
дгьляется угломъ поворота, = повороту бикватернгона ^, (р, и 
величиной поступательнаго пемгьщенгя^^шагу бикватернгона 
д, сГ, или, короче, угломъ в^<р-^соЛ бикватернгона д. 

Въ самомъ ж^л% притакомъ построеши оси/? комплек- 
сный уголъ между осями а и /5 будетъ в = (р+сос[ относи- 
тельно направтен1я г и по теоремЬ § 45, мы будемъ им4ть 
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1Ца-=Т1^1Т(1 (сзв-^езпв), или, такъ какъ !Г/5«ГдГа, то 

/?:а = Тц{с8в + В8пв) — ^, 

откуда ^в = ^а, что и доказываетъ нашу теорему. Очевидно, 
что ось /3 будетъ перескакать ось г также подъ прямымъ 
угломъ. Изъ теоремы вытекаютъ тамя сл'Ьдств1я. 

I. Умножая бивекторъа на множителя Тд^, или 1-+-«Рд, 
мы не изм'Ьняемъ положен1я его оси; въ первомъ случа'Ь мы 
преобразуемъ главный векторъ а^ въ Т^^ . а^, а во второмъ 
изм*няемъ Ра въ Ра'^Р^. 

II. Умножая бивекторъ а, ось котораго пересЬкаетъ ось 
г подъ прямымъ угломъ, на С8(р'^е8пд)^ или на 1+а>е^г, мы 
не м'Ёняемъ Та, но изм']^няемъ ось а\ въ первомъ случа']^ 
поворачиваемъ ее вокругъ оси г на уголъ ^^ а во второмъ — 
сообщаемъ ей поступательное перем'Ьщенхе, равное (2, по на- 
правлен1ю г. 

III. Умножая а на комплекное число Тд — Т^Д1^-с^Р^), 
мы получаемъ бивекторъ Тд . а, им']^ющ1й общую ось съ а и 
тензоръ котораго = Т^ . Та. 

IV. Умножая а на (6895 + ^5^99) (1ч- ое^г), мы нем'Ьняемъ 
Та, но сообщаемъ ось а винтовое перемйщеше вокругъ оси е, 
определяемое комплекснымъ угломъ в^(р'\-сой. Такъ какъ 
Т1(1 всегда можно представить въ вид* сзв-^езпв, то верзоръ 
всякаго бикватерн1ана, разсматриваемый какъ факторъ, опре- 
дЪляетъ некоторое винтовое перем'Ьщен1е. 

57. Законы коммуташгшности и ассоцгашивиости ело- 
женгя и дистрибутивности сложенгя и умноженгя. Разсмат- 
ривая во второй глав'Ь бикватерн1оны, какъ комплексный чи- 
сла, мы опред'&лили операщи сложенхя и умножен1я форму- 
лами (10) § 20 и (13) §21, изъ которыхъ просто вытекаютъ 
основныя законы этихъ операщй. Если же мы будемъ раз- 
сматривать бикватерн10нъ какъ частное [см. § 46], то опе- 
ращямъ надъ бикватершонами будутъ соотв'Ётствовать н-Ько- 
торыя геометричесшя построян1я [см. § 48] и основныя за- 
коны операц1й будутъ выражать собой Н']&которыя свойства 
этихъ построен1й. Следовательно, доказавъ посл*дн1я путемъ 
геометрическихъ соображев]й, мы вм^ст^ съ т']^мъ докажемъ 
и основные законы операц1Й надъ бикватерн1онами. По по- 
воду этихъ доказательствъ мы теперь и сд'Ьлаемъ несколько 
зам'&чан]й. 
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Въ § 49 мы вид-бли, что бикватернюнъ д разлагается 
на сумму 8^-^V^. Если, зат'Ьмъ, мыдокажемъ геометрически 
формулы (51) и (52) того же параграфа, то мы разложимъ 
операщю сложен1я биБватерн10новъ на лв^: на сложен1е ска* 
ларныхъ чиселъ вида а^+соа^ и на сложеше бивекторовъ, и 
законы коммутативности и ассощативности сложен1я биква- 
терн10новъ будутъ слЬдовать изъ соотв'Ьтствующихъ законовъ 
слолсен1Я чиселъ вида а^-\-соа^ и бивекторовъ. 

Чтобы доказать геометрически законъ дистрибутивности 
умножешя и сложен1я, мы должны, сл'^дуя за НашШоп'омЪу 
доказать справедливость его сначала для частныхъ случаевъ 
коллинеареыхъ [см. § 47] и прямыхъ бикватерн10новъ [см. 
§ 50], и тогда доказательство въ общемъ случае уже не пред- 
ставляетъ затруднен1й [см. §§ 209, 210 и 211 „Е1еюеп18 о]Г 
^иа1;егп10П8"]. 

58. Законъ ассоцгативносши умпоженгя. Подобно тому 
1ьакъ формулы [(50), (51), (52) § 49] разлагаютъ операщю 
сложен1я бикватерн10новъ на сложен1е скаларныхъ чиселъ и 
бивекторовъ, такъ формулы [(58), (61), (62) § 54] позволяютъ 
разд']Ьлить операц1ю умножен1я бикватернюновъ на дв'Ё: на 
умножеше ихъ тензоровъ, которые суть числа вида а^н-б>а^, 
и ихъ верзоровъ. Законъ ассоцтативности умножен1я бикватер- 
н10новъ будетъ очевидно сл4дств1емъ соотв'Ьтствующихъ зако- 
новъ умножен]я чиселъ вида а^-^-оа^ и верзоровъ. 

Обращаясь къ закону ассощативности умножен1я верзо- 
ровъ, разсмотримъ несколько подробнее, ч^Ьмъ это было сд'Ь- 
лано въ § 48, геометрическ1я построен1Я, соотв-Ьтствующтя 
умножен1ю бикватерн1оновъ въ томъ частаомъ случа*!, когда 
они будутъ верзорами. 

Пусть бикватерн10нъ ^ есть н'бкоторый верзоръ, такъ 
что Тд»1. Желая представить д въ вид'Ь /?/а, мы должны 
въ силу услов1я Т^в:Та'^Т^^1 сд'Ьлать Та^Т^, наприм'Ьръ 
положить Та = Ту5 = 1 и за бивекторы а т ^3 принять винты 
параметра нуль. Но винтъ параметра нуль вполн'ё опрел'Ё- 
ляется его осью, т. е. прямой, которой мы приписывасмъ опре- 
д'Ьленное направленхе, а потому всяюй верзоръ можетъ быть 
заданъ двумя прямыми а и Д къ которымъ мы можемъ при- 
соединить еще ЛИН1Ю кратчайшаго раэстояшя между ними, 
указывающую своимъ направленгемъ делителя и д'Ьлимое [см. 
:§ 46]. Прямыя а и /? перес^каютъ ось ^ подъ прямымъ 

6* 
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угломъ и комплексный уголъ между ними равенъ углу вер- 
зора д. 

Предноложимъ теперь, что мы им'Ёемъ два верзора ^ и 
д'. Чтобы построить д'д, проведемъ лин1Ю/? кратчайшаго раз- 
стояшя между осями д и д' ипостроимъ дв'Ьпрямыхъ аяу^ 
изъ которыхъ первая, а, пересЬкаетъ подъ прямымъ угломъ 
ось ^ и винтовымъ перем'Ьщен1емъ, определяемыми д [см. 
§ 56] совмещается съ /?, а вторая, у, пересЬкаетъ ось д' и 
есть та прямая, въ которую переходитъ /в при винтовомъ 
движен1и, одред4ляемомъ д'. Лин1я кратчайшаго разстоян1Я 
между а я у будетъ осью д'д, а комплексный уголъ между 
а и у — угломъ д'д, ибо комплексные углы между прямыми 
а я ^5, ^ я у будутъ равны соответственно /^^ и /_^ я 
следовательно, если мы примемъ прямыя а, /?, у за оси вин- | 
товъ параметра нуль, которые мы означимъ соответственно 
теми же буквами а, /в я у, то 

и д'д = /:а [см. (47) § 48]. 

Фигура, которую^ образуютъ прямыя а, /?, у и оси д, ^'^ 
^'^ представляетъ косой шестиугольникъ, все углы котораго 
прямые. Такимъ образомъ, операц1я умпожен1я верзоровъ- 
кватерн10новъ, которая, какъ известно, эквивалентна сложе- 
нью дугъ большихъ круговъ сферы, преобразуется въ теор1и 
бикватернюновъ въ операщю построен1я некотораго шести- 
угольника съ прямыми углами, благодаря чему мы теперь уже 
можемъ предвидеть аналог1ю между геометрьей такого тести- 
угольника съ одной стороны и геометр1ей сферическаго тре- 
угольника съ другой. 

Въ теор1и кватерн10новъ законъ ассоц1ативности умно- 
жешя верзоровъ-кватерн1оновъ выражаетъ собой, какъ по- 
казалъ НатШоп, следующую теорему сферической геометр1И 
[см. „Е1етеп1;8 о^'^иа^;е^п^оп8" §264; МбЫиз „Кеиег Ве\уе18 
йез 1п Нат1иоп'8 ЬесШгез оп ^иа1;е^п^оп8 аи^езЫкеп аззо- 
схайуеп Рппсзрз Ье1(1ег 2и8аттеп8е1;2ипд уоп Вб§еп дгб881:ег \\^^ 
Кге18е ешег КидеШйсЬе", ^егке, Вй. 21 дГ 

Если мы имеемъ сферичесюй шестиугольникъ {ВАВ 
0^Р)^ обладающтй темъ свойствомъ, что изъ его первой, 
третьей и пятой сиорояъ (В А,ВО^^Р), перемещая ихъ вдоль- 
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большихъ круговъ, на которыхъ он^ лежатъ, мы можсмъ со-- 
ставить треугольникъ, то подобнымъ же образомъ можемъ со- 
ставить треугольвикъ и изъ второй, четвертой и шестой сто- 
ронъ {АВ^(^г^^V^) шестиугольника. 

Бол-Ье сложную теорему выражаетъ законъ ассощатив- 
ности умножен1я верзоровъ-бивватершоновъ. Мы приходимъ къ 
этой теореме, если, взявъ каше либо три верзора ^,^'5^", по- 
строимъ сначала (такъ, какъ выше указано) верзоръ ^"(^'^), 
а потомъ, равный ему по закону ассощативности, верзоръ 
(ч' ЧОЧ- ^Ь1 получаемъ тогда довольно сложную фигуру, со- 
стоящую изъ 18 прямыхъ ЛИН1Й, пересекающихся между го- 
бой подъ прямыми углами, и законъ ассоц1'ативности даетъ 
намъ нЬкоторое свойство этой фигуры. Чтобы ясн^е предста- 
вить себе фигуру, о которой идетъ рЬчь, мы зам^тимъ, что 
вс4 ея 18 лин1й мы можемъ разделить на три группы по 
шести лиши въ каждой. Пусть- ^^^^^.б^^^^ч^^^^^ суть лиши 
первой группы; тогда лиши ^1,^2 5^з9^4>^51^в? второй группы, 
будутъ лишями кратчайшихъ разстоянхй между ^^^^^^^г^^Ач'^ъ^^п 
и линш 2'^ ,^2 Л 9^4 Л 5^6? третьей группы, — линхями кратчай- 
шихъ разстоянШ между 6^,^2,53,^4,^5,^^, а именно: 

г, — между д^ и ^„ е,— между ^^ ти$^, е, — между сГ, и^^, 
^4— — <^. исУ^, ?5— — сУ^исЗ;, г,— — (Г, и (У., 
^.— — ^6 и ^8, ^3—. — ^2 И е,» Г,— — е^ и е^, 

I 

Если мы условимся комплексный уголъ между двумя 
прямыми а и ;? означать черезъ (а /?), то законъ ассоща- 
тивности будетъ выражать следующее свойство этой фигуры: 
если 

Въ томъ, что вышеуказанная теорема сферической гео- 
31етр1и преобразуется въ теор1и бикватершановъ въ только 
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что приведенную теорему, читатель убедится въ следующей 
глав*. 

Самь Нат111оп даетъ несколько геометричесвихъ дока- 
зательствъ закона ассоцхативности умножен1я верзоровъ- 
кватерн1оновъ. Одно изъ нихъ, наиболее изящное и есте- 
ственное, основано на свойствахъ сферовоничесваго С']^чен1я^ 
отврытыхъ СЬа81е8'емъ, который мы можемъ разсматривать 
также какъ свойства конуса втораго порядка. Не мен*е 
изящно доказательство, предложенное МбЫиз'омъ (1. с). Онъ 
зам4чаетъ, что изв'Ьстеая теорема Нат11(;оп'а, по которой 
умножев1е двухъ верзоровъ-кватершоновъ эквивалентно сло- 
жен1ю двухъ конечныхъ вращательныхъ перем4щен1Й не- 
изм'Ьняемой системы вокругъ пересекающихся осей, легко- 
можетъ быть доказана геометрически. Если же 9та теорема 
доказана, то законъ ассощативности умножен1я сл']&дуетъ изъ 
ассоц1ативности сложен1я трехъ конечныхъ вращен1й вокругъ 
пересЬкающихся осей. 

Каждое изъ доказательствъ закона ассощативности умно- 
жешя верзоровъ-кватерн10новъ, будучи надлежащимъ обра- 
зомъ обобщено, даетъ намъ доказательство закона ассощатив- 
ности умножен1я верзоровъ-бикватершоновъ, а сл'Ъдовательна 
и вышеприведенной теоремы относительно 18 прямыхъ. Такъ 
ваприм^ръ, въ сл'Ёдующей глав'Ё мы увидимъ, что конусу 
втораго порядка аналогична некоторая конгруэнщя, и что* 
вышеупомянутымъ свойствамъ сфероконическаго С']&чен1я 
соотв4тствуютъ н4которыя свойства этой конгруэнц1И, кото- 
рыми мы и могли бы воспользоваться для доказательства на- 
шей теоремы. Подобнымъ же образомъ можетъ быть обобще- 
но и доказательство МбЪ]и8^а. Достаточно только показать, 
что построен1е ^^^ эквивалентно сложен]ю двухъ конечныхъ 
винтовыхъ перем^щен1й, и тогда законъ ассощативности умно- 
жен1я будетъ вытекать изъ ассоц1ативности сложен1я трехь 
конечныхъ винтовыхъ перем^щен1й. На этомъ рдспростра- 
нен1и доказательства МбЫиз'а мы остановимся подробнее въ 
следующей глав*. 

59. Одноосные биквашернгоны. Алгебра щетки. Бикьатер- 
нюны, им^^ющге общую ось мы будемъ называть одноосным» 
бикватерн10нами. Перемножая одноосные бикватерв10ны 
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(1=^ Тфзв -^ евпв) и ((^Т(({св& + Е8п&) 

мы получаемъ биБватерв10нъ 

д'д = Т(1.Т(([с8{в + в') + В8п{в + д')\ (70) 

одноосный съ множителями д и д'. Операщя умноженхя одно- 
осныхъ бикватерн1ановъ коммутативна, это видно изъ предъ- 
ндущей формулы, а потому д'Ьлен1е одноосныхъ бикватерн10- 
новъ можетъ быть только одного типа, а именно: 

д':д = (Гд':Гд)[с5(^'— 5) •^в$п{&—в)]. (71) 

Частное , какъ видимъ, есть бикватернхонъ одноосный съ 
^ и д'. Одноосными съ ^ и д' будутъ также и бикватерн10ны 
д' + д и (( — д. Такимъ образомъ, совокупность одноосныхъ 
бикватерн10новъ образуетъ замкнутую область комплексныхъ 
чисе^ъ, такъ что основныя операц1и вадъ числами этой области 
даютъ числа, принадлежащ1я къ той же области. 

Пользуясь изсл'1дован1ями §§ 46 и 48, мы весьма просто 
можемъ геометрически изображать одноосные бикватершны и 
интепретировать основныя операщи надъ ними. Действитель- 
но, построимъ винтъ Г1 параметра нуль (Тз7 = 1), ось котораго 
перес']Ькаетъ ось г подъ прямымъ угломъ. Тогда произвольно 
выбранный бикватершонъ д = Т(с8^4-г5П^), им'Ьющхй ось г 
свою осью мы можемъ представить въ вид* ^— а/>?, гд^аесть 
бивекторъ, тензоръ котораго =^Т^ ^ ось котораго пересЬкаетъ 
ось г подъ прямымъ угломъ и образуетъ съ осью т] относи- 
тельно направлен1я г комплексный уголъ в. Если, сл^^дова- 
тельно, винтъ т] будетъ нами выбранъ разъ на всегда, то 
бикватерн1анъ д будетъ вполне опред'Ьлять бивекторъ а, и 
обратно, бивекторъ а будетъ вполн'6 опред'Ьлять бикватер- 
Н1анъ д. Итакъ бикватернханъ д мы можемъ изобразить однимъ 
бивекторомъ а, ось котораго перес']^каетъ ось г подъ прямымъ 
угломъ. 

Складывая два одноосныхъ бикватерн1ановъ ^ = а/77 и 
д' =/?/>?, мы получаемъ бикватершонъ д' + Ч = (а-+-у6')/7; кото- 
рый будетъ однооенымъ съ д и д' и будетъ изображаться 
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суммой бивекторовъ а и /?, изображающихъ бикватере10ны 
^ и д'. Точно также найдемъ, что бикватершанъ ^^ — ^ изоб- 
разится бивекторомъ /?—д. 

Чтобы получить произведен1е ^'^^ или частное д'/Ч, мы долж- 
ны ось бивектора /в повернуть вокругъ оси г на комплексный 
уголъ в въ положительномъ нааравлен1и въ первомъ случаЬ и въ 
отрицательномъ — во второмъ и умножить Т/? на Та — въ пер- 
вомъ случа'Ь и разд'Ьлйть Т^\Т(1 — во второмъ. Эти построе- 
шя вытекаютъ изъ формулъ (70) и (71); ихъ можно получить 
также путемъ геометрическихъ соображенхй изъ изсл'Ьдованш 
§ 48. Зам'Ьтимъ, что умножен1е бикватерн1ана д, изображав- 
маго бивекторомъ а, на е^о+^^1 [см. § 28] эквивалетно винтовому 
перем'Ьщешю оси а на комплексный уголъ а^н-соа^, благодаря 
чему 

мы можемъ назвать винтя щимъ факторомъ. 

Оси бивекторовъ, которыми мы изображаемъ одноосные 
бикватерн1аны, вс4 пересЬкаютъ подъ прямымъ угломъ ось 
г и образуютъ, следовательно щетку, [см. § 47]. Такимъ обра- 
зомъ алгебра одноосныхъ бикватершоновъ есть алгебра щетки. 

Что касается аналитической теорхи одноосныхъ бикватер- 
шоновъ, то мы зам-Ьтимъ, что при операщяхъ надъ ними г 
играетъ роль символа, коммутативнаго съ символомъ оэ и обла- 
дающаго свойствомъ г^ = — 1. Мы можемъ, поэтому, нисколько 
не изменяя аналитической теор1и, заменить г черезъ у1Г1=,' 

и представить бикватерн1онъ д = Тд(с5^-*-г5п5) въ видЬ 

^ = Щс80 + г8пв), (72) 



или, полагая 



Т^с8в = а = «о 4- соа^ ^Тд^8пв ^Ъ^^Ь^^соЬ^^ (7 3) 

въ вид-Ь д[ = а'^Ы=-а^'\-соа^'\-г{Ь^'\'(оЬ^). (74) 

Оставаясь, следовательно, въ области одноосныхъ биква- 
терн10новъ, мы можемъ разсматривать бикватерн1*онъ какъ 
обыкновенное комплексное число а-н&г, у котораго коэффи- 
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Ц1ентъ при г и вещественная часть суть коплексныя числа 
а^-^-соа^ и Ъ^-\'СэЪ^((^^=-0), Тензоръ бикватерншна ^ и 
его уголъ, определяясь формулами (73), будутъ соотвЬтствеено 
модулемъ и аргументомъ числа а + Ы, 

Пока числа а л Ъ остаются вещественными, мы изобра- 
жаемъ комплексное число ач-Ьг точками плоскости, или, луч- 
ше, векторами плоскости, имеющими общее начало. Алгебра 
обыкновенныхъ комплексныхъ чиселъ есть алгебра пучка век- 
торовъ. Когда же числа а и & въ свою очередь становятся 
комплексными: а обращается въ а^-\'Соа^^Ъ — въ 6^ч-с9&^, то 
числа а+Ы обращаются въ числа а^ + оа^+гф^-^оЪ^)^ ко- 
торыя мы можемъ разсматривать какъ одноосные бикватерн1о- 
ны и изображать бивекторами, оси которыхъ образуютъ щет- 
ку. Алгебра такихъ чиселъ есть алгебра щетки. 

Мы видимъ, такимъ образомъ, что между двумя геоме- 
трическими формами, пучкомъ и щеткой, должна существовать 
некоторая аналог1я; это заключен1е мы подтвердимъ, действи- 
тельно, съ следующей глав*. 

Числа «о + «а^ 4- г(6о + «&1 ) мы можемъ представить так- 
же въ вид^: 

(1-=%'\-гЪ^+со{а^-Л'г\). (75) 

Въ такой формЬ не трудно узнать въ нихъ т* числа, 
аналитическая теор1я которыхъ дана нами въ §§ 18 и 19, 
ибо въ самомъ начале § 18 мы обращали уже вниман1е на 
то, что въ числахъ вида с^ ч- сос^ с^ и с^ могутъ быть обык- 
новенными комплексными числами, с^ = а^ + гЬ^ ,с^ = а, ч- ъЬ^ . 
Мы можемъ следовательно сказать, что аналитическая теор1я 
одноосныхъ бикватершоновъ дана нами въ §§ 18 и 19. 

Наконецъ, мы можемъ разсматривать одноосные биква- 
терн10ны какъ комплевсныя числа съ четырьмя единицами: 

д = ^0 + «1в1+^2^2+«8^3» (76) 

если положимъ б^ = 1 ,е^ = г^е^ = сэ^е^ = ог. Таблицей умножен1я 
для комплексныхъ единицъ е^^е^^е^^е^ будетъ служить таблица: 
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Итакъ мы можемъ резюмировать сказанное въ этомъ па- 
раграф*]^ сл:]^дующимъ образомъ: 

Аналитическая теоргя комплексиыхь чиселъ вида (7^), 
или {^5)^ или {76) дана нами въ ^§ 18 и 19\ алгебра этихъ 
чиселъ есть алгебра щетки бивекторовъ. 



ЧАСТЬ ВТОРАЯ, 
Глава !. 



60. Методъ перенесетя или раздвигангя. Во второй главЪ 
первой частя мы вид'Ьли, что всё формулы теор1и вватер- 
н10новъ мы можемъ разсматривать Еавъ веразвернутыя фор- 
мулы теор1и бивватершоновъ. 

Въ третьей глав'Ь мы показали, что бивватерн1оны и 
основныя операщи надъ ними могутъ бытъ интерпретированы 
помощью теор1и винтовъ подобно тому, ваЕъ Бватерн10ны 
интерпретируются помощью теорхи векторовъ. 

Изъ этйхъ положенШ вытеваетъ весьма важное и пло- 
дотворное, по своимъ резудьтатамъ, сл4дств1е. 

Пусть мы им'Ьемъ некоторую теорему геометрхи или ме- 
ханики, которая можетъ быть доказана помощью теор1и ква- 
терн10новъ. Такая теорема выразится однимъ или в'Ёскольвими 
равенствами между кватерн10нами, и доказать ее это значить- 
получить посл-Ьдшя изъ огновныхъ формулъ теор1и кватерн10- 
новъ помощью н']Ькоторыхъ преобразован1й. Но формулы теор1и 
кватершоновъ суть вм'Ьст'Ь съ т1:мъ и формулы теор1и биква- 
терн10новъ и посл'Ёдн1я преобразуются совершенно также какъ 
и первыя, а потому равенства, выражающ1я собой разсматри- 
ваемую теорему будутъ им-Ьть м4сто и въ томъ случае, если 
мы зам'1нимъ въ нихъ кватерн10ны бнкватерн10нами. Следо- 
вательно, наша теорема даетъ намъ н1>воторыя равенства между 
бивватерн10нами. Интерпретируя ихъ геометрически^ мы полу- 
чаемъ новую теорему, представляющую обобщен1е первоначально 
данной. 

Итакъ, каждая теорема геометрги или механики^ кото- 
рая можетъ быть доказана помощью теорги кватерпгоновъ- 
допускаетъ обобщенге въ извгьстномъ направленги. Мы при- 



/ 
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ходимъ къ желаемому обобщенгю, если выразимъ теорему въ 
видть равенсшвъ между кватернгонами и затгьмъ, замгьнивъ 
квашернгоны биквашернгонами, будешь интерпретировать ихъ 
помощью теорт винтовъ. 

Эта весьма общая теорема позволяетъ намъ устанавли- 
вать аналопи между н-Ькоторыми фигурами и движен1ями и 
фигурами и движен1ями бол'Ье общаго вида и даетъ такимъ 
образомъ, методъ переносить свойства первыхъ, обобщая ихъ 
надлежащимъ образомъ, на посл'6дн1я. Въ виду важнаго зна- 
чен1я этого метода мы позволимъ себ* дать ему особое на- 
8ван1е метода перенесен1я или раздвигашя. Поводъ къ тако- 
му назвашю мы увидимъ впосл'Ьдств1и, когда ближе позна- 
комимся съ результатами, къ которымъ приводитъ нашъ ме- 
тодъ . 

Посвящая эту главу выяснешю метода перенесен1я, мы 
по необходимости, чтобы не увеличивать слишкомъ ея разм*- 
ровъ, ограничимся лишь н*которыми его приложешями, при- 
чемъ мы остановимся на бол'Ье простыхъ и вмйстЬ съ т-Ьмъ 
наиболее важпыхъ формулахъ и теоремахъ, съ ц-блью положить 
такимъ образом^, основан1я для дальн'Ьйшихъ изсл-Ьдовашй. 

61. Преобразованге теоремъ и форму ль геометрги съ эле- 
ментомъ точка еъ формулы и теоремы геометрги съ элемен- 
томъ бивекторъ. Отм4тимъ прежде всего важное сл4дств1е 
теоремы предъидущаго параграфа. 

Пусть мы им-Ьемъ прямоугольную систему координатъ 
съ началомъ въ точк* О, которую мы принимаемъ за точку 
приведен1я, и два бивектора 

^^xЧ-^у'^'{^2% 

гд* x=р + соа,у^^-^соЪ,^^^ + сос\x'^р^+а>а,.у'=^^ ^соЪ 
у = г,+а)с, и р,д,г,а,Ъ,с\ р,,д,,г^,а^,Ъ,,с, суть РЮскег'овы ко- 
ординаты бивекторовъ а и /5. 

Пользуясь формулой [(25) § 25], 



Та=Vx' + у^ + ^,% (1) 

мы получимъ для Т(в — а) выражен1е 

У(^-^)' + (У-у)' + (.е'~^)Т (2). 
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ДалЬе, если означимъ черезъ в^д)'^сой комплексный 
уголъ между осями а в /в^ то формулы [(14) § 35] и [(24) § 
37] даютъ намъ равенство: 

ТаТ^съв = хо1^ -ь уу^ + гг\ (3) 

д4ля которое на Та.Т^^ мы им'Ьемъ: 

формулу для опред'Ьлен1я комплекснаго угла между двумя 
прямыми въ пространств*]^. 

Обратимъ вниман1е на формулы (2) и (4). 

Если х^уя и х\у\&^ будутъ вещественными числами, и 
мы примемъ ихъ за координаты двухъ точекъ, то формулы 
(2) и (4) будутъ основными формулами геометр1и: первая 
опред'Ьлитъ разстоян1е между точками {х,у^^) и {х\у\/)^ а 
вторая — уголъ между ихъ рад1усами векторами. 

Если же числа х^у^г^ и х\у\г^ сделаются комплексными, 
они опред^лятъ два бивектора а и /?, и формула (2) дастъ 
намъ Т(^ — а), а (4)— комплексный уголъ между осями а 

и /5. 

Такимъ образомъ, дв'Ё основныя формулы геометр1и эвкли- 
дова пространства обращаются въ дв4 основныя формулы тео- 
р1и бивекторовъ, тоже эвклидова пространства, если коорди- 
наты точекъ становятся комплексными числами вида а^л-соа^. 
Но въ такомъ случа']^ мы можемъ быть уверены, что взявъ 
произвольную формулу геометр1и и зам']^нивъ всё числа, въ нее 
ВХ0ДЯЩ1Я, комплексными вида а^л-соа^^ мы преобразуемъ ее 
въ формулу , которая будетъ имЬть вполн-Ь определенный 
смыслъ въ теор1и бивекторовъ. 

Понятно, что при такихъ преобразовашяхъ лин1ямъ и по- 
верхностямъ будутъ соответствовать н^Ькоторня многообраз1я 
бивекторовъ и подобно тому, какъ въ н*которыхъ геометри- 
ческихъ теор1яхъ лиши и поверхности принимаются за эле- 
менты, такъ и многообраз1я бивекторовъ могутъ быть приняты 
за индивидуумы бол^е сложныхъ пространствъ. Такъ напри- 
м^ръ, теор1я винтовъ можетъ быть разсматриваема какъ теорхя 
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пространства, эдементомъ котораго служить линейный коми- 
левсъ. Линейному комплексу обывновеннаго простр|1нства бу- 
детъ отв']&чать въ пространстве бивевторовъ н'бкоторое мног- 
гообразге бивевторовъ, принимая которое въ свою очередь за 
алементъ мы им'Ьемъ средство обобщить въ изв'бстномъ на- 
правлеши и самую теор1ю винтовъ помощью того же метода 
перенесен1я. Мы должны только шесть РШскег'овыхъ коорди- 
натъ считать комплексными числами вида а^ + бэа^. Очевино, 
что такого рода обобщэн1я мы можемъ продолжать какъ угод- 
но далеко. 

Ишакъ, когда координаты точки становятся комплекс- 
ными числами, онгь опредтьляютъ бивекторъ, и есть формулы и 
уравненгя геометрги пространст^ва трехг измтьренЫ, основ- 
нымъ {исходнымъ) элементомъ котораго служить точка, пре- 
образуются въ формулы и уравненгя пространства шести 
измгьренгй, основнымъ {исходнымъ) элементомь котораго слу- 
жить бивекторъ. 

62. Преобразованге геометрги связки векторовъ въ теоргю 
бивекторовъ. На предъидущую теорему мы можемъ установить 
иную точку зр-Ьихл, которая во многихъ случаяхъ позволяетъ 
намъ съ большимъ удобствомъ пользоваться методомъ дерене- 
сен1я, ч'Ьмъ точка зрен]я предъидущаго параграфа. 

Бещественныя числа х,у,:з\ ^\у1%^\ воторыя мы принимали 
за координаты двухъ точекъ, отнесенныхъ къ прямоугольной 
систем* координатъ, суть проэкщи радхусовъ векторовъ этихъ 
точекъ съ общимъ началомъ въ точк-Ь О, а потому формулы 
геометр1и съ элементомъ точка могутъ быть разсматриваемы 
какъ формулы геометр1и связки векторовъ. 

Когда же числа х,у^г\ х^у^'е' становятся комплексными, 
они опред'Ёляютъ два бивектора, и дв']Ь основныя формулы 
геометр1и связки, (1) и (4), которыя даютъ намъ длину век- 
тора и уголъ между двумя векторами, преобразуются въ дв4 
основныя формулы теор1и бивекторовъ. 

Итакг, когда прожгут вектора на оси координатъ ста- 
новятся комплексными числами, венторъ преобразуется въ быг- 
векторъ, и формулы связки векторовъ — въ формулы теорги 
-бивекторовъ, причемъ, какъ видно изъ.{1) и (4), длина вектора 
преобразуется въ шензоръ бивектора, а уголъ между векто- 
рами — въ комплексный уголъ между осями бивекторовъ. 



' 



— 95 — 

Перейдемъ теперь въ приложен1ямъ этой теоремы. 

63. Проэкцгя винта и бивектора на ось. Пусть шы им*- 
емъ винтъ г параметра нуль и бивекторъ а = а^ -ь «а , точка 
прЕведен1я вотораго, предположимъ, находится на оси г. Бакъ 
и8В']&стно изъ винематиЕи, проэвц1и вевторовъ а^ и а, на ось 
е будутъ одн-Ь и т* же, гд* бы на оси г ни находилась точва 
приведешя бивевтора а. Еомплевсное число: 

[проэвц1я а ^е -ь «[проэвщя а^]е 

мы будемъ называть алгебраичесвой проэвщей бивевтора а, 
а прои8веден1е 

г><[алгебраичесвая проэвщя а] 

— геометричесвой проэвщей бивевтора а на ось г. Въ т-Ьхъ 
случаяхъ, вогда изъ смысла р'Ьчи видво, идетъ ли д-Ьло объ 
алгебраической или геометрической проэвцхи, ту и другую, 
безразлично, будемъ называть просто проэкщей. 

Винтъ, определяемый геометрической проэкцтей а будемъ 
называть проэкц1ей винта, опредёляемаго бивевторомъ а. 

Если у = а ч-у5, то /о "= ^о "^ (^о ^ /1 == ^1 +А \ следователь- 
но, предположивъ, что точва приведенхя бивевторовъ аф и у на- 
ходится на оси г, проэктируя векторы ^о?А>/о? ^1?А)У1 ^^ 
ось мы приходимъ въ следующей теореме: 

Проэкцгя суммы бивекторовъ на какую нибудъ ось рав- 
няется суммть проэкцЫ слагаемыхъ бивекторовъ на ту же 
ось. 

Всего проще определится проэвщя бивевтора а, если 
мы за точву приведешя примемъ точву встречи оси е съ ли- 
шей вратчайшаго разстоян1я между осями а и е. Повторивъ 
разсужден1я § 49, мы найдемъ, что проэвц1ей а на г будетъ 

Тас8{ае) = Тасзв = Та^ [сзд) -ь сэ{Рас8д) — (?5лдо)] (5) 

и ея параметромъ 

Ра—й1д(р^ (6) 

гд* (аг) = ^ — до + (У(? есть вомплексный уголъ между осями 
а ж е. 
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Изъ этихъ формулъ сл^дуехъ: 

I. Проэкщя аа=* ах [проэкщя а]. 

II. Парам етръ проэкц1и а будетъ безконечно велиЕЪ 
1) если Ра = оо, и 2) если ось а, не пересЬвая оси г, къ 
ней периендиБулярна. 

III. Проэкщя а равняется нулю 1) если а =« О и 2) если 
ось а пересЬааетъ ось г подъ прямымъ угломъ. 

IV. Для винтовъ а, проэкщи которыхъ на данную ось г 
им'Ьютъ одинъ и тотъ же параметръ и , удовлетворяется 
услов1е: 

{^а — и)св^ — с?5шдо « 0. 

Следовательно, всё винты а взаимны съ ввнтомъ г(1 — ауи) 
и образуютъ пятичленпую группу. 

64. Лрямоугольныя комплексныя координаты бивектора; 
координатные винты. Комплексныя числа гг =/> + ««, у = ^л-соЪ^ 
е = г -^ сое будемъ называть комплексными прямоугольными 
координатами бивектора, а винты г,;,А; параметра нуль, им^ю- 
щ1е своими осями оси координатъ — координатными винтами. 

Припоминая, что р^^^^ суть проэкц1и главнаго вектора, 
«о, а а^Ъ^с проэкщи момента бивектора, а,, для точки приведен1я 
ньначал* координатъ, легковид^ть, чтож=^оч-бэа, 2/ = 2-+-сэ6, 
;8г==г-нб9С будутъ ничто иное какъ проэкц1и бивектора на ко- 
ординатныя оси. 

Итакъ, прямоугольный комплексныя координаты бивектора 
равны его соотвтьтствуюгц^имъ проэкг^гямъ на оси координатъ. 

Изъ этой теоремы сл-Ьдуетъ: 

I. Всяк1й бивекторъ разлагается на сумму трехъ ега 
проэкщи на координатныя оси: а^хг + у^ + гк. 

II. Если ось бивектора а перес4каетъ ось г подъ пра- 
мымъ угломъ, то, какъ видно изъ сл4дств1я III предъидущаго 
параграфа, ^ = ла^хг-^-у]. Означимъ чрезъ ^ комплексный 
уголъ между осями ж и а относительно направлен1я оси 2\ 
тогда уголъ между а ж у будетъ в — л"/2 и по формул* (5) а = 
Та(с8вг+8пв}). Такимъ образомъ бивекторъ а, ось котораго 
пересшсаетъ подъ прямымъ угломъ одну изъ трехъ взаимно 
перпендикулярныхъ, имгьющихъ обилую точку, лингй, можетъ 
быть разложенъ на сумму его проэкцгй на деть друггя линги. 

III. Пусть ^1 = 9^1 -ь сэЛ^ ? ^з *" 9^2 "^ ^^а? ^з = 9^з "*" ^^з ^У"^^ 
комплексные углы, которые ось а образуетъ съ осями коорди- 
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натъ: по формул* (5), мы будемъ им^ть 



у^Тасзв,, (7) 



Отсюда, пользуясь формулой 



С8в 



X 



Та^у/х^л-у'-^г', получимъ С8в^ - . , , , , (8) 

' г .«"-4- 4/"-+- 5? 



С5^3 






Ух'-^-у'-^й;* 



Формулы (7) даютъ намъ возможность по даннымъ Та^ 
^1?^»5^в определить прямоугольный и РЮскег'овы координаты 
бивектора, формулы (8) — обратно отъ РШскег'овыхъ или 
прямоугольныхъ координатъ перейти къ Та, ^,,^,,^,. Прак- 
тически, при р'Ьшен1и этихъ задачъ мы должны будемъ поль- 
зоваться развернутыми формулами (7): 

р = Та^ С8(р^ , Рх=^а:р^ Ра-- Л^ 1д(р^ , 
д^Та^сзд)^, Ру^^Ъщ^^Ра—а^Ьдср^, (9) 

г — Та^С8(р^ , Р;зг « с:г « Ра—й^1д(р^ . 

IV. Еоординаты винта параметра нуль суть ничто иное 
какъ косинусы комплексныхъ угловъ между его осью и осями 
координатъ. Это видно изъ формулъ (7), если мы положимъ 
въ нихъ 2а = 1, 

Предъидущ1я формулы {Ра = 0) даютъ намъ возможность 
определять положенте прямой комплексными углами, которые 
она образуетъ съ осями координатъ. Эти углы не могутъ 
быть выбраны совершенно произвольно, они связаны между 
собой соотношен1емъ 

сз'^, -^сз^в^-^сз^ - 1, (10) 



^"^ 
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которое вытекаетъ формул ъ (8) и, будучи развернуто, рас- 
падается на два рюенства: 

Л^вгЛ^^ 4-й,8п290, +е?,8п29?, «-0. (11) 

Первое изъ нихъ представляетъ хорошо изв-Ьстное равен- 
ство аналитической геометр1и; второе даетъ любопытную за- 
висимость между тремя углами, которые какая нибудь прямая 
образуетъ съ осями координатъ и тремя кратчайшими разстоя- 
Н1ЯМИ ея отъ координатныхъ осей. Изъ шести величинъ (р^^ 
9^>)9^зД'^29^з' опред'Ъляющихъ положен1е прямой независимы 
такимъ образомъ только 4, и сл'Ёдовательно вс^^ он^ могутъ 
быть выражены въ функщи четырехъ независимыхъ перем^н- 
ныхъ. Мы покажемъ въ § 67, что подобно тому, какъ въ ана- 
литической геометр1и направлен1е прямой опред'бляется двумя 
полярными коорд^^натами, такъ и положен1е прямой въ про- 
странств'Ё можетъ быть опред']&лено двумя комплексными угла- 
ми, посредствомъ которыхъ углы в^,в^,в,^ выражаются такъ, 
что уравнешя (11), или эквивалентное имъ (10), тожественно 
удовлетворяются. 

V. Предполагая, что в^^в^^в^ суть комплексные углы, 
которые ось бикватерн10на д = Гд(с8^4-г5п^) образуетъ съ 
осями координатъ, мы получаёмъ для д выражен1е 

({=-Т({[С8в-Ь{гС8в^ +)С8в^-^кС8в^8Пв], (12) 

сравнивая которое съ выражеБ1емъ ц^-^го+гх-^уу'{'кг'^го^ + 
сого^ н- (х^ + сох^ ) г -ь {у^ -ь соу^ ); ч- (^^ + сог^ )к мы приходимъ къ 
сл'Ьдующимъ формуламъ: 

X = ТЦ8ПвС8в^ , 

у--'Т(18пвс8в^, го=^Тцс8в, (13) 

ИЛИ, въ развернутомъ вид'Ь, 

х^ — Т%8П(рс8д)^ , х^ :Хо = Рд + йс1д^>—А^ 1д(р^ , 

У,'^Т({,8П(рС8(р^, Уг^Уо ^Н'^^(^99^—^^*99^2У (1^) 
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л, = Тдо5П9)С890з, ^1:^0 ''РЧ'^с1с{д(р—а^{д^,, (14) 

Эти формулы даютъ возможность по даннымъ го^х,у^г^ 
определить Т^,^,^^,^2^^з ^ наоборотъ. Въ частномъ случае 
<?«=0,до=л"/2 он4 обращаются въ (9). 

65. Геометрическое произведете дв1)хъ бивекшоровъ. За- 
Н0Н6 дистрибутивности скалариаго умноженгя. Въ виду важ- 
наго для насъ значен1я формулы (3) мы поважемъ теперь, 
хавимъ образомъ она можетъ быть получена, если мы вос- 
пользуемся понят1емъ проэЕЩи и формулами предъидущаго 
параграфа. 

Комплексное число ТаТ/всзд мы будемъ называть гео- 
метрическимъ произведешемъ бивеБторовъ а и /?; изъ фор- 
мулы (24) § 37 видно, что скаларное произведен1е равняется 
геометрическому произведешю, взятому со знакомъ минусъ. 

Геометрическое произведенхе мы можемъ разсматривать 
вакъ произведен1е Т/? на проэкщю а на ось ^, или какъ 
произведен1е Та на проэкщю /? на ось а. Такъ какъ бивек- 
торъ /? = ж'г + У^ 4- -гг'А есть сумма трехъ бивекторовъ х'г,у]^:з% 
то по теорем'Ь § 63 мы им^емъ для проэвщи /? на ось а: 

Т/Зсвв « х'свв, + у'свв^ + ^'С8^з ; (15) 

откуда, умноживъ о6^ части на Та и пользуясь формулами 
(7), находимъ 

ТаТ/Зсвв^ххУ-^уу'-^гг'. . (3) 

Эта формула будучи развернута даехъ намъ дв*! формулы 

Та^^^с8(р^рр, -^йЯ^-^-гг^у (16) 

■ Та^Т/в^[{Ра-^Р/5)с8д)—с18пу)]^ 
=«ра1^-д6^+^с^-4-^?^а + ^^^-ь^^с, . (17) 

Я8ъ которыхъ первая есть основная формула аналитической 
геометр1и, а вторая — теор1и винтовъ. 

Если мы означимъ комплексные углы оси /3 съ осями 
воординатъ череэъ ^/«до^'-н-ой/, ^З.'^-у.'-ьсзсг/,^,' — ?^!'"*" 

7* 



— 100 — 
6x2/, то изъ (3), мы получимъ равенство 

С8в = С$в, С8в, ' + С8в^ свв^ ' -ь свв^ сзв^ ', (18) 

развернувъ которое, будемъ им'1ть 

СЗ^ = С8д)^СВ(р^ 4- С8(р^С8(р^ + С8д)^С8(р^ ^ (19) 

формулы для опред^лен1я угла и кратчайшаго разстоян1я между 
двумя прямыми, осями бивекторовъ а и в, поданнымъ коми- 
лекснымъ угламъ, которые эти прямыя образуютъ съ осямк 
воординатъ. Пользуясь ими, мы получаемъ для возможнаго 

[нтовъ аир [такъ называется выраженхе, 
стоящее въ квадратвИ^пгткООк&Хъ въ л']&вой части формульг 
(17)] такое выражен1е: 

2с^ар — С8^^ С8(р^ '( Ра н- Рв—й^ 1д(р^. — Л^ Чдд>^ ') 

С89>,с8^ЛРа-\'Рр—а^ду),—с1,'1дд),') (21> 

с8(р,с8(р^\Ра-\-Р/3—й^Ьд(р,—й^Чд(р^), 
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т. е. возможный коэффищёнтъ двухъ бивекторовъ (винтовъ) 
равняется сумм*]^ произведен1й косинусовъ угловъ, которые 
ихъ оси образуютъ съ осями координатъ, умноженныхъ на 
суммы параметровъ проэкц1й бивекторовъ на соотв'Ётствую- 
Щ1Я оси. 

Проэктируя бивекторъ у = «4-/? на ось бивектора б, мы 
получаемъ, по теореме § 63 и формуле (5), равенство 

Тус8{у^) = Тас8{а&) 4- Т/5сз(Ми 
которое, по умножен1и на Тд, даетъ 

5у(^«^8(а4-у5)(^-5а(^4-^8/?(Г, 

завонъ дистрибутивности скаларнаго умножен1я. Итакъ 

законъ дистрибутивности скаларнаго умноженгя выра-- 
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оюаешъ то же самое^ что и теорема § 63 относительно 
-проэкцги суммы бивектордвъ на ось. 

Мы видимъ теперь, вавимъ образомъ ь^ожетъ быть до- 
казана геометрически формула (51) § 49. 

66. Щетка и ея ось, ортогональная проэкцгя бивектора 
на щетку. Законъ дистрибутивности векшорпаго умноженгя 
и обобщенье теоремы УапдпогСа. Напомнимъ, что щеткой 
[§ 47] мы условились называть геометрическую форму, кото- 
рую образуетъ совокупность прямыхъ, пересЬкающихъ одну 
и ту же прямую г подъ прямымъ угломъ. Прямую г, которой 
мы будемъ приписывать определенное наиравлен1е, принимая 
^е за ось винта е параметра нуль, будемъ называть осью 
щетки. 

Построимъ два винта параметра нуль, Л/ и а^^. Ось пер- 
ваго есть лишя кратчайшаго разстоян1я между осями а и г 
и направлена отъ точки О' пересЬчен1я ея съ осью г къ точкЬ 
перес'Ьчен1я съ осью а. Ось втораго проходитъ черезъ О', пер- 
пендикулярна къ осямъ а^ Т1 е ш им'&ётъ такое направлен1е, 
относительно котораго уголъ между а^ и^ в равенъ н-л'/2. По 
сл-Ьдствхю II § 64 бивекторъ а разложится на сумму двухъ 
бивекторовъ: 

а«Тас5(аг)г + Та5^(аг)а^^«а' + а''. (22) 

Бивекторъ. а'\ ось котораго принадлежй^ъ щетк^Ь г бу- 
демъ называть ортогональной > проэкцтей бивектора а на щет- 
ку г. Бивекторъ а! есть проэкщя а на ось е; следовательно, 
всякЫ бивекторъ разлагается на: сумму Фвухь его прожгут: 
на цветку и на ея ось. 

Докажемъ следующее свойство проэкщй на щетку. 

Йроэкг^гя суммы бпвекторовъ на щетку равняется су ммп^ 
прожиШ слашемыхь бпвекторовъ на ту же щетку^ 

действительно, пусть у^ал-^. По предъидущему, озна- 
чивъ проэкщи бивекторовъ а,/?,у на ось е черезъ а1ф\у ж 
проэкщи ихъ на щетку г черезъ а",/5",у, мы будемъ иметь 
л — а' -ь а!\ в =/5' + В", у^у -^ у" и, въ силу предположен1я 

Но, по теореме § 63, у' = а'Ч-у5', а потому 
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что и требовалось доказать. 

Если мы повернемъ оси бивекторовъ а!\^^^\у^\ не изме- 
няя ихъ тензоровъ, вокругъ оси е на прямой уголъ, то получимъ 
бивекторы Та8п{ае)а^ ^ Уае^Т^т[^в)^^ — 7у5е, и Тувп(уеу 
у^=^Уу^ причемъ, такъ какъ относительное положенхе осей 
^л^^^Ук таково же какъ и осей о^^^ф^^^у^^^ изъ равенства у"— 
а +/?" будетъ следовать: 

Тут{уе) у^ = Та8п{ае)а, ч- Г/?5п(/?5)Д . 

Отсюда, умнофивъ об% части на какое нибудь число а^а^-^ оа^ 
и положивъ ^'^ае^ приходимъ къ равенству: 

Гу^~ У {а +/?)<^ - Уа8+ 7^6, 

выражающему законъ дистрибутивности векторнаго умноженхя*^ 
Мы им'Ьемъ, такимъ образомъ, геометрическое докавательство- 
этого закона, а сл'Ьдовательно и формулы (52) § 49 и видимъ^ 
что 

законъ дистрибутивности векторнаго умноженгя выра^ 
жаетъ тоже.самое^ что ивышеданная теорема относитель- 
но продкцги суммы бивекторовъ на щетку. 

Если мы. цриаомнимъ изв1^стное обобщен1е теоремы Уа* 
п^поп'а: моментъ относительно точки суммы векторовъ съ об- 
щимъ началомъ равняется сумм^ моментовъ слагаемыхъ векто- 
ровъ относительно '|ой же точки^ то легко будетъ вид'Ьть, чт» 

законъ дистрибутивности векторнаго умноженм жл 
можемъ разсматривашь какъ дальнейшее обобщенье теоремы^ 
Уапдпоп^а. 

67. Полярныя координаты бивектора. Если ^ «= ^^ -4-б>^, 
есть комплексный уголъ между осами а и А;, то по предъиду- 
щему параграфу а = Та(й;сзд-ьг'5пг^),. гд* Тазп^г^ есть проэк- 
Ц1Я а на щетку А:, а Тасзвкщоът^щя а наеяось. Означивъ, 
дал4е, черезъ ^р^^лр^-^-слр^ комплексный уголъ между г в И^ 
относительно направлешя к по сл'Ьдствхю II § 64 разложима 
а' на сумму гсзхр-^узпхр и будемъ им'Ьть 

а ^Та{гзп9с8\р + ]8п&8пгр + ксзгр) , 
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• 

у^Тазпдзпхр^ (23) свв^^вп&впхр, (24) 

г = Тасзд, С8в^ «= С8^. 

Первая группа формул ъ вполн']^ аналогична съ хорошо 
изв'Ёстными формулами преобразованхе полярныхъ координатъ 
въ прямоугольный и показываютъ намъ, чтобивекторъ а мо- 
жетъ быть опред^ленъ тремя вомплевснымн числами, его тен- 
зоромъ и двумя комплексными углами '& я%р^ числами, кото- 
рый мы можемъ назвать его полярными координатами. Раз- 
вернувъ эти формулы, мы им^емъ: 

р^Та^8п9^С8%, а:р^Ра + 9^с1д9^—хр^ {д%, 
^^Та^8п&^8пур^, Ъщ^Ра + 9^ с1д&,-^'^>,с1д\р^, (25) 
Г'^Та^с89^^ с:г^Ра—9^ {д&^. 

Этими формулами мы должны пользоваться практически, 
если захотимъ отъ прямоугольныхъ, или РШскег'овыхъ коор- 
динатъ перейти къ полярнымъ и паоборотъ отъ полярныхъ 
къ прямоугольнымъ. 

68. Формулы преобразоватя прямоугольныхъ координатъ. 
Возьмемъ какихъ либо три винта г',/,А;' параметра нуль, оси 
которыхъ пересекаются въ одной точк*! О подъ прямыми 
углами и выберемъ направлен1Я ихъ такимъ образомъ, чтобы 
0'1с^г\ й:'г'=/, {]'-^к\ Пусть координаты впнтовъ г',;',А;', рав- 
ный какъ мы знаемъ косинусамъ комплексныхъ угловъ, кото- 
рые оси г',;',А;' образуютъ съ осями г,]^к даются сл'Ьдующей 
хаблицей: 

г 1 к 

г' 1^=,\^(о^^ ш^^/г^'^-сог!^ п^=у^-1-а>?^ 



3 



Такъ какъ Г|'«-ГУ — ТЛ'-»1, и оси г',/Ж пересЬкаются 
цодъ прямыми углами, то между ними будутъ существовать 
соотношешя [см. (1) и (3) § 61]: 
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1^,и + ^5^« -ь ^5^г/ = О, (5,^^=1 ,2, 3;5=»=г*) (27) 

4 

И еще ц4лый рядъ другихъ /^ * + г^^4-/з'=1, 1^=ш^щ~т^п^^ 
и т. д., аналогичныхъ изв^стнымъ соотношешямъ аналитиче- 
ской геометр1и между косинусами угловъ, образуемыхъ ста- 
рыми и новыми осями. 

Означимъ новыя координаты бивектора а относительно 
координатныхъ винтовъ г\^\У! черезъ ж'=р'ч-а)а', у' = с[-\-соЪ\ 
г^ ^т^-^соё и найдемъ зависимость между ними и старыми 
координатами х^у^^. По § 64 01^ ^у\г^ суть проэкц1и бивектора 
а на оси новыхъ координатныхъ винтовъ; поэтому, пользуясь 
формулой (3) § 65, мы им4емъ: 

о;' ■= хХ^ 4- ут^ + гп^ , 

у'^^^К-^УЩ-^^п^, (28) 

г' ^хХ^л-ут^л-т^, 

Отсюда, при помощи соотноп1ен1й (27), легко найдемъ 
формулы для обратнаго перехода отъ х\у^2^ къ х^у^г. Фор- 
мулы (27) и (28) аналогичны формуламъ преобразован1я Де- 
картовыхъ координатъ. Развертывая ихъ, получаемъ: 

^Х«-ь ^*,^« + V5V„ = 0, (5,ге = 1,2,3;5=4=г«) (29) 

г'^р\ '^^и^ -ьгУз, с'-р^з +г>:з +< +«^^ +&.^з ^^^з" 

Мы предполагали, что положен1е новой система коорди- 
натъ задано координатами винтовъ г',;',й;'. Обыкновенно, однако, 
оно пред^ляется координатами новаго начала О' (/,ш,п) и ко- 
синусами угловъ между старыми и новыми осями. Но отъ 
«тихъ данныхъ легко перейти къ предъидущимъ, ибо величинй 



— 105 — 

'^8,^81^8) (8=1?2,3) суть косинусы угловъ между старыми и 
новыми осями, величины же ^в^'^.з^^з — моменты векторовъ, по 
длин^ равныхъ единиц*]^ и лежащихъ на новыхъ осяхъ воор- 
динатъ, относительно старыхъ осей и следовательно 

^5 = ^^,— п//,, У1;^ = пкз—1'^з, <^, = т>»,-гг/,. (31) 

Если мы внесемъ этизначешя ^зу'^зу^в^ въ формулы (30), 
то он4 обратятся въ т* формулы для общаго случая преобра- 
зовашя РШскег'овыхъ координатъ, воторыя, какъ мы указы- 
вали, получаются комбинащей формулъ (3) и (4) § 2. 

Въ силу 12 соотношешй (29) между 18 координатами 
'^з,Мз1^з,^з,'^з^^з^ (5=« 1,2,3), ЭТИ посл4дн1я могутъ быть выра- 
жены безчисленнымъ множествомъ способовъ въ фунвщи 6 
независимыхъ перем^нныхъ. Между прочимъ, мы получаемъ 
для нихъ тав1я выр»жен1я, если за независимыя перем'бнныя 
примемъ три координаты новаго начала и вав1е либо три па- 
раметра, помощью которыхъ выражаются косинусы угловъ 
\,Цз^^з (5=1?2,3), наприм'Ьръ три Еи1ег'овыхъ угла или три 
параметра формулъ Койпдиез-ЕЫег'а, и зат4мъ воспользуемся 
соотношешями (31). 

Мы приходимъ, однако, къ формуламъ бол4е интерес- 
нымъ, если обратимъ вниман1е на то, что девять комплекс- 
ныхъ чиселъ /«,^,,^5 (5 = 1,2,3) связаны между собой шестью 
уравнен1ями (27) и сл'Ьдовательно могутъ быть выражены въ 
функщи трехъ изъ нихъ, или въ функщи трехъ независимыхъ 
между собой комплексныхъ чиселъ такъ, что уравнения (27), 
или эквивалентныя имъ (29), будутъ тожественно удовлетво- 
рены. Всл'Ьдств1е аналог1и уравнен1й (27) съ изв'Ьстными 
уравнен1ями аналитической геометрхи, мы можемъ составить 
так1я выражен1я для и.'^зуЩ (5=1,2,3) двухъ типовъ: или 
выражен1я аналогичныя формуламъ Еи1ег'а, или — формуламъ 
Ко(1п8:ие8-Еи1ег'а. 

69. Обобщенге формулъ Еикг'а. Чтобы получить обоб- 
щенныя формулы Еи1ег*а, построимъ сначала лин1ю у" врат- 
чайшаго разстоян1Я между осями к ш к\ а, потомъ прямыя 
г'' и г"^, изъ которыхъ первая перес']^ваетъ подъ прямыми 
углами /' и А, а вторая /' и Л'. Тогда легко будетъ видеть, 
что положен1е системы г',;',А;' можетъ быть определено тремя 
1сомплевсными углами: угломъ 1// =* 1//^ -ь б>1^^^ между осями « и г'', 
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угломъ ^ « ^^ + сэ&^ между осями к т Ы т наконецъ уг лоиъ 
^«у^^ + оу^ между осями Г' и е'. 




Означимъ винты параметра нуль, которые им'^&ютъ сво- 
ими осями г"./',г'" соответственно т'Ьми же буквами; тогда, по 
сл'Ьдств1ю II § 64, мы будемъ им'^^ть равенства: 

/' = —гзпхр -ь ^С8Ц)^ к' « г"8П& ч- кс$&^ / « — {'"зтр -ь/Ъу?. (32) 

Исключая изъ нихъ посл']&довательной подстановкой г'\ 
у^\г"^ мы выразимъ г'^\к! линейно черезъ г^,к^ причемъ ко- 
эффищентами при посл^днихъ и будутъ искомые косинусы 
комплексныхъ угловъ между старыми и новыми осями. Изъ 
девяти, полученныхъ такимъ образомъ выражен1в для/«,ш«,п^ 
(5^1,2,3), мы выпишемъ только три: 
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1^ = — $Пд)8П\р ^ С8(рС31рС8д , 

т^ — 8П^)С8\1) + С8(р8П\рС8д ^ (33) 

1г^— — С8(р8Пд , 

ИЛИ, въ развернутомъ виде: 

^1 -= —8Пд)^8П% -Н С8(р^С8хр^С89^у 
!Л^ = 8П(р^С^х^), + С8^)^8Щ^С89^, (34) 

— ^1 (в»9^оСв^о +^59^о5Л^о^^^о)— &^С8д)^С8хр^8П&^у 

'^1 - 9^1 (^«9^0 С8гр,—впд)^8пхр^с89^) (35) 

— ^1 {8П^^8Пхр^—С8^^С8гр,С8&^)—&^ С8(р^8Пх1^^8п9^, 

^1 = 9^1 8пд)^8пО^— &^ С8д),с8&, , 

замечая, что формулы для ^2,»л,,^,;\,^,,V,,^,,07,,?, получают- 
ся изъ нихъ, если 9^ зам'Ьнямъ черезъ 9^+90^ и формул» 

для ^з?^з>^8' \>/^,?^з>^вЛ?^1? — ^^•''^ ^ и 9Р зам-Ьнимъ черезь 
д — 90" и 0. Формулы для ^зу'Кз^^а МЫ можомъ представить 
короче въ такомъ вид'Ь: 



"" -9^1 ^2 — ^1/^1— ^|^59^о>^з » ?, 9^1^ — ^Л/^Г +^1«^9^*\г 



^^ 



^1=9^1^2 — *1С«9^а^., ^. 9?х^, +^^«^9^0^. 

^. V^1/^з ^^^,С8&,С8лр^, (36) 

Чтобы по даннымъ ?^5,//,/^,,^,,7;«,?* (8—1,2,3) найти 
комплексные Еи1ег'овы углы, мы должны найти сначала изь 
формулъ для ^,Я5,V, (5-= 1,2,3) углы 9^0,1/^0 и ^о> * зат-Ьмъ, 
внеся ихъ значен1я въ формулы (36), мы будемъ им'Ьть 9 урав- 
&ен1й, которыми мы можемъ воспользоваться для опред^лен1я 
^1^'^^ и яр^у комбинируя ихъ между собой различнымъ обра- 
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зомъ. Такъ наприм'Ёръ, мы получаемъ изъ нихъ ташя фор- 
мулы: 

^^5^4== \>?з-^з.^ (37) 

Если ^3=0, товыражешя для А„//,,у„^^,/;„4, (5 = 1,2,3) 
лр&нимыютъ видъ 

и,-8п(95о+V.) -",= с8((р,+%) ,а.=0 (38) 

^. (9Р. -<-^.)«»(95. + '/',) ^» (9^. +V^С8(9Р, +Vо ) 

^1 ^1 «до. ?2 - ^>^ 8п 90, 

^. = в.с8./;, (39) 

Бъ этомъ случай, какъ видимъ, перемЬнныя (р^ и 1/;, сли- 
чаются въ одну 9^1 -ь^!- такъ оно и должно быть, ибо при 
^^ = положен1е новой системы координатъ вполн'Ь опреде- 
ляется четырьмя величинами. Почему именно (р^ и 1/;,, а не 

кашя нибудь друпя изъ перем'Ьнныхъ 5^о)V^о>^о>9^1^V^^^'^1 ^^^' 
ваю^тся сд'^^лается понятнымъ, если мы припомнимъ геометри- 
ческое значенхе угловъ д) и хр. 

Наконецъ, если д = д^ + сод^ = О и оси кик' совпадаютъ, 
то ^31^9,^3 (5='1>2,3) будутъ определяться прежними форму- 
лами (38), формулы же (39) обратятся въ сл-Ьдующхя: 

• ; ^.=^.=0 (40) 



I 

■ 1 

I 

■ 

I 
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Въ этомъ случа-Ь въ формулы входятъ только 9^1+1/^1 и 
90о4-1/'в? ибо положен1е новой системы координатъ опреде- 
ляется БОмплеБСнымъ угломъ 9^+1/; между осями г и г'. 

Предположимъ теперь, что бивекторъ а принадлежитъ 
щетк* к. Тогда его координата -гг, а если ось к' совпадаетъ 
съ осью й, то и координата / будутъ равны нулю. Поэтому, 
означивъ комплексный уголъ между осями ^ и г, которымъ 
опред'Ьлится положен1е новой системы координатъ, черезъ у^, 
мы будемъ им']Ьть сл']&дующ1я формулы: 

х' = хсзхр + узпчру 

у' « —хвпхр^ усзгр^ (41)- 

преобразован18 координатъ бивектора а щетки А;, въ томъ 
предположен1и, что какъ старыя, такъ и новыя оси коорди- 
натъ г^ и г',;' принадлежатъ той же щетк']^. Он']^ вполн'!]^ ана- 
логичны формуламъ преобразован1я Декартовыхъ координатъ 
на плоскости. 

Предоставляемъ читателю самому развернуть последн1я 
формулы, а также убедиться, что данныя наши выражен1Я' 
для )^в,^^5,V,,^„7;,,2^, (б« 1,2,3) тожественно удовлетворяют^ 
соотношешямъ (29) § 68. 

70. Операцгя д( )д~\ Прежде ч^мъ мы обратимся къ* 
выводу обобщенныхъ формулъ Кодп§ие8-Еи1ег'а, мы позна- 
комимся съ операщей д( )(С\ которая аналогична операщи, 
играющей важную роль въ теор1и кватерн10новъ. 

Пусть мы имФемъ бикватершоны ({^ Т({(с8в •{- ввпв) и п 
Разсматривая зависимость между г иг' = дгд""*, операц1Ю, ко- 
торая преобразуетъ бикватершонъ г въ г', будемъ означать 
символомъ ^( )д'Ч 

Преположимъ сначала, что бикватерн10нъ г есть бивек- 
торъ (>. Разложивъ д на сумму его проэкщй на щетку г и 
на ея ось, р — р"-+-р', мы будемъ им^^ть 



Г^-1 



дрд-'=я(р'+()")д-'=др'д-'+чо"д 

Такъ вакъ винтъ г и бивекторъ р' им^ютъ общую ось,, 
то ^^'=Т^'е, а потому, замечая, что 
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получимъ Ч^'д""* = р', 

^о"^-^ « д"с8^в—ер"е8п*в'\'{ер"—^"е)8пвс80. 

Но оси е л р" перес^Ьваются подъ прямымъ угломъ^ 
следовательно ;5го" = 0, гр"=Ггр''= — 7р"г«— р"г, гр"^ = 



Р' 



" и 



дрд~* - р' + {с82в + е8п2в)о". 



Если мы свяжемъ неизм'Ёняемо оси бивевторовъ р^о'^д'' 
и ихъ совокупности сообщиыъ какое нибудь перемёщен]е^ 
«охраняя при этомъ ихъ тензоры, назовемъ бивекторы р,р',р'^, 
въ ихъ новыхъ положев1яхъ черезъ б^б\б^\ то относительное 
положен1е осей б,б\0" будетъ таково же, какъ и относитель- 
ное положен1е р',о',р'' и Тб,Т&,Т&' будутъ соответственно 
равны Тд^Тр\Тр'\ а потому ивъ равенства р = р' ч-р" будетъ 
следовать С^о' + СГ''. Предположимъ теперь, что то перем*- 
щенхе, о которомъ у насъ идетъ р-Ьчь, есть винтовое перем*- 
щен1е, имеющее осью г и определяемое комплекснымъ угломъ 
26. Тогда, такъ какъ ось р' совпадаетъ съ осью г, бивекторъ 
р' будетъ скользить вдоль своей оси и (У' = р'; такъ какъ ось 
р" пересекаетъ ось г подъ прямымъ угломъ, винтовое пере- 
м^щеше будетъ эквивалентно умножен1ю р" на верзоръ С52^ ч- 
е8п20 [см. § 56], и сд-Ьдовательно б"=»(с52^ч-г5п2^)р". Та- 
кимъ образомъ, на основан1и равенства (7^&-^&\ бивекторъ 
р при разсматриваемомъ перемещен1и обратится въ = (У+(7'' 
^^^^-\'(с82в•^'е8п2в)^" = ^д^'■К Итакъ, мы приходимъ къ сле- 
дующей теореме*. 

Теорема I. Операцгя ^{р)^'~^ не мгьняетъ тензора би* 
вектора р и сообщаешь его оси винтовое перемгьщенге вокрръ 
оси бикватернгопа д, опредгьляемое его удвоеннымъ угломъ^ ш, е. 
поворачиваешъ ось р вокругъ оси ^ на уголь равный двойному 
повороту д, 2(р^ и сообщаешь ей поступательное перемгьи^- 
те по направленгю этой оси равное двойному шагу д, 2Л. 

Пользуясь этой теоремой не трудно определить, во что 
преобразуетъ операщя д( )д~' какой либр бикватерн10нъ 
г«г(;+р, где и) есть комплексное число и^^-^сои)^. Применяя, 
Еъ г операщю д( )д"', мы получаемъ: 

г' = ({(го ч- р)д'~* = дм^д"' -ь дод""* ^гол-б. 
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Тензоры и комплексные углы '& ж &' бикватерн10новъ 
гиг' определяются по формуламъ: 

Ттс89=щ Тт'с89'^щ [см. (37) § 26] 

Тт8п9 = Гр, Тг'5пд' = Тб. 

Но на основаши только что доказанной теоремы Тб=Тд^ а 
потому изъ этихъ равенствъ мы заключаемъ, что Тг' = Тг и 
& = 'д. Бром'Ё того, такъ какъ осью г' служить ось (У, то мы 
приходимъ къ такой теоремЬ: 

Теорема II. Операцгя ^{ )д~* къ какому бы бикватер- 
тону V она ни была примгьиена не мгьняешъ ни тензора ни 
угла его и сообщаешь только его оси винтовое перемгьщенге 
вокругъ оси д, опредгьляемое д войны мъ угломъ биквашернгона ^. 

Т^, какъ видимъ, никакой роли въ операщи д( )^'^'^ не 
играетъ: она вполне характеризуется положешемъ оси ^ и 
его угломъ. 

Мы видфли [см. § 28], что степень бивектора а, имею- 
щая показателемъ 1=1^-^0)1^ есть бикватернюнъ 

^^{ТаУ{с$'^ -ь Пазп—) «а^ 



Очевидно, что Т^ = {ТаУ и ?7д — с5(<л"/2)4-^5п(<я"/2), что осью 
^ служитъ ось а и наконецъ что уголъ ^ = ^тг/2. Вычисляя 
^"^ мы получаемъ: 

но {Та)'' - -|^ , а потому 

д-^ « (аО"^ - {Та)-'{С8 ^ — Гат ~) = а^'. (42) 

Вторая теорема можетъ быть, сл'Ёдовательно, формули- 
рована такимъ образомъ: 

Операцгя а*{ )а""' «ъ какому бы бикват^рнгону г она 
ни была примгшена не- мгьняешъ ни тензора ни угла ею у 
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но сообщаешь только его оси винтовое перемрьщенге вокругъ 
оси а, опред)ьляемое угломъ Ы, 

Теоремы этого параграфа представляютъ дв^ весьма 
важныя теоремы теор1и бикватершоновъ. Он'Ь получаются у 
насъ вакъ ирим']^ръ приложен1я метода перенесев]я. Первую 
изъ нихъ мы встр4чаемъ у г. бШйу въ его мемуар* „Уоп 
йеп Ве1Уееип§еп ипй Пт1едип5еп" (М. А. В. XXXIX), гд* 
онъ даетъ ея доказательство, исходя изъ соображен1й, осно- 
ванныхъ на теор1и группъ (въ смысл'6 8. Ые), и формуле- 
руетъ ее на язык4 этой теорхи. Она служитъ основной тео- 
ремой всей второй половины упомянутаго мемуара. 

7 1 . Обобщенге форму лъ Войггдие8'Еи1ег^д>^ формулы 81иЛу. 
Возвращаемся теперь къ задач']^, поставленной въ конц']^ § 68. 

Систему координатныхъ винтовъ г.]^к мы можемъ сов- 
местить съ системой г'У,А;' н'^которымъ винтовымъ перем4ще- 
Н1емъ. Пусть ^ есть винтъ параметра нуль, им'Ёющ!й своею 
осью ось перем^щентя и 2в = 2д) + со2Л комплексный уголъ, 
перем'Ёщен1е опред^ляющШ. Винтомъ е и угломъ 2в мы мо- 
жемъ задать положен1е системы г',/,й;' относительно осей г.^,/:. 

Если ({-^1{с8в'\-ев'пв)-=и)'\-гХ'\']у'\-к2^ гд-Ь го^ю^-^огс^^ 
х^х^-^-сох^^ У^Уо-^^Уп -ег =- ;8^^ ч- «^^ и ^ = Т^^ то операция 
д( )^'-^ будетъ операц1ей, которая систему осей г,;,й совм-Ьс- 
титъ съ системой г\]\к\ и следовательно 

Такъ какъ 2^д = (Тд)' = ^', то 

д-»= ^^^{и)—гх-1у—кгул\ 
г'=.дгд-^ = [г{го^+х^—у^—г^)'\'Х2{и)2+ху)'\-9Л{—гоу+е1х)]^ 

Коэффищенты при ^^^Л суть косинусы ^,,^1,^, комплексныхъ 
угловъ, которые ось И образуетъ съ осями г,/,А;. Подобным'ь 
же образомъ, вычисляя Ц)сг^ и ^й:^"^ мы найдемъ выражешя 
и для /,,пг,,п,; 1^^т^^п^ и составимъ следующую таблицу 
формулъ: 

1^={го'+х'--у^—гУЛ\ 

т^^{и)'—х'+у''-гул\ (43) 

1гз = (м; ■— ж •— у * 4- ^ ") :< *, 
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п^^^ {у г + гох) \1 \ ш^^-^2 {у г — гох) \1 \ 
1^=2(:^х + щ):1\ п^==2{гх—гоу):1\ (43) 

т, =- 2 {ху + го:з^) :1 \ /^ « 2 {ху — м;-8г) и \ 

Это формулы Ко(1п§ие8-Еи1ег'а, представленныя въ однородномъ 
вид*. Развертывая ихъ. мы получаемъ: 

^, = («'«'-ж/ + Уо'-'^о'):^«*, (44) 

\ " 2(^.;г, + «;.у,):<, ', V, = 2(гг„ж. ~^},у^):1^ \ (44)' 

■ /', = 2(^.У. +^М-К % \ =^{^оУо—К^о)-К ', 

^, = 2(м?,«;, +ж^ж,—у,у1-^,г^, ):<,'— 2 \И, 

г;^ -= 2(гг.г»,— а;„а;. +у.у, —^о^гУ-К —2,",-^, (45) 

^, =--2(у.гг. +у.^. +«'.ж, +м;,а;^:«/— 2у, В, 

^, - 2 (^.ж. + гг, ж, + и»,у, + г», у„) :<, "—2 л. В, (4 5) 

Г, ==2(а;,г/, +а;,у„ +м;,г, + «;^ г-, ):<<,'— 2,", /^, 

<^1=2(^оа;, +^,ж„— ггоу,— «с.у.):^/— 2'^, Р^, (45) 

■2(л;,«/, +а:,у.— м;.^.— г»,^,):^/— 2\ В, 






Если бы въ этихъ формулахъ мы изм']Ьнили обозначь- 
Н1Я, то получили бы формулы г. вШйу [1. с, (4) и (6), стр. 
537]. Тавимъ образомъ формулы г 81;ийу можно разсматри- 
вать, какъ развернутыя формулы Ео(1пдие8-Еи1ег'а преобразо- 
ван1я точечныхъ координатъ, когда какъ координаты точки, 

8 
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такъ и параметры, оаред{|ляющ1е положенхе новой системы 

воординатъ становятся комплвЕСныыи числаии вида а^+аа^. 

Что касается геоыетричесЕаго значешя параметровъ 

«'о»^.»2/,Л5«',>^1>У.''^.) то оно видно изт. формул'ь (14) § 64. 

Тавъ кавъ Т^ = ^ не влхяетъ на операщю д( }^~\ то 
мы можемъ упростить предъидущ1я формулы, не уменьшая ихъ 
общности, положивъ <в = 1 а {^^=го^1Р1+х^х^+у^у, +3^01^0. 

Чтобы по даннымъ л^.и^.у,,^,,?;,,?,, (8=1,2,3) найти 

«'о)^1)^о>^иУо>Уи'^о)'^1) ^'^^ должны решить ур. (45) и (44) отно- 
сительно посл']Ьднихъ. Съ этою ц^лью р^шимъ сначала ур. 
(43) относительно го,х,у,г и, выразивъ го,х,у/,г черезъ 1в,тз,Пз 
(5 = 1,2,3), полученныя выражев1я развернемъ. Тогда будемъ 
им']&ть формулы: 

1+\ + я,4-у,=4(г<;„:«,)*, 

1-\+.//.-Уз-4(у,:0', (46) 

1— \— ", + У,=4(^,:^о)'> 

^3 —М» =4(м;„:^о)(а;,:^„), V, +/1^ =-4(у,:«о)(^г,:г,), 

\ — V. --Цгс.иЛу/Л,), \ + V. ^Цг,:{,){х,-Л,), (46) 

^^ +'?2 +Гз = 2(1^-В)(1 + А^ +^^, +у.), 
-^,-+У]-^,=2{Ру-1Ч){1-\ +«.-у.), (47) 

1-П, = (Рм;+Рх-2В)(у,-и,), 

^з-Г. - {Ри> + Ву-2 Л)(\ - V.), (47) 

т,-\ = (1Ъ+ Рег-21^)(/г1-Х.), 

^. +>?. = {Ру + Р^—^Щ{ V. +/г.), 

,^, +Г, =-(Р^^-^»^-2В)(\ н- V.), (47) 

г, +1. = (Рг;+ Ру-2В){ц, + \), 
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изъ которыхъ, какъ видимъ, определяются только отношен1я 
^о'К)^о'А^Уо'К^^Л и разности Рш—П.Рх—И.Ру—И.Р^—В, 
величины же 1^ и Р1 остаются неопределенными, и мы ихъ 
можемъ выбрать совершенно произвольно, чд^о и понятно, такъ 
какъ операц1Я д( )({~\ а следовательно и положен1е новыхъ 
осей не зависятъ отъ Тд=^ = ^о(1 + а>/^), и поданному поло- 
жешю осей найти Ь^ ^и РЬ нельзя. 

72. Соотпогиенгя между параметрами обобщеннихъ фор^ 
мулъ Еикг^а и Вос1ггдие8'Еи1ег'а, СовмЬстить систему осей 
г^,к съ системой г'^'^к' мы можемъ, сообщивъ первой три 
последовательныхъ винтовыхъ перем^щетя: 1) винтовое пе- 
рем4щен1е вокругъ оси А, определяемое комплекснымъ угломъ 
гр, тогда оси г и ^ совместятся съг" и/' [см. чертежъ § 69], 
2) винтовое перемеп^|Ьн^е вокругъ оси/', определяемое угломъ 
1^, тогда оси г^,к совпадутъ съ г"\]'\У и въ 3) винтовое пе- 
ремещен1е вокругъ оси к', определяемое угломъ до, тогда окон- 
чательно оси г^^к совпадутъ съ осями г^\к\ 

Операц1я эквивадетная первому перемещен1ю будетъ 

к ^( )А— - [см. § 70], второму /'-( )/'— ^ и третьему 
^' те ( )^' ~п ? * операщя эквивалентная всемъ тремъ пере- 

Ф -Э" ф ф -Э- ф 

мещен1ямъ будетъ к' - /'- А; - ( ) А— ^ /' — -А' — ~ . Если мы 
означимъ черезъ г бикватерн10нъ 

Ф о- Ф 

ТО, пользуясь формулой 42 § 70 И известнымъ раэенствомъ 
теор1и кватерн10новъ: 

(дг8)-^«8-^г-'а->, (47,) 

где ^,^,8 как1е либо бикватершоны, равенствомъ, которое вы- 
водится изъ формулъ [(17) § 22, (41) и (42) § 27], легко 
будетъ видеть, что 



. — 1 



Ф О- ф 

'^ п и те '*' те • 



8^ 
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Такимъ образомъ, совокупность трехъ винтовыхъ пере- 
мЬщенШ будетъ эЕвивалентна операщи г( )г~*, или, если 
положимъ ^ = ^^, гд'Ё { какое нибудь комплексное число, опе- 
ращи ^{ )^-~\ Бикватерн1онъ ^ будетъ, следовательно, т-Ьмъ 
бикватерн10номъ, который мы употребляли въ предъидущемь 
параграф*, и операщя ^{ )^^^ опред'Ьлитъ то винтовое пе- 
ремЬщенхе, которое переводитъ систему г^^к въ г\}',к\ 

Вычисляя помощью формулъ (32) § 69 бикватерн1онъ г, 
мы получаемъ: 

г = д:< = С8 V, (9^ + ^)с8 V, ^ + гзп V, {(р — у^)8П 7^^ 

+ )С8 Уз (до — \р)8п '/^'& + к8п 72 (9^ + V^)с5 7^^ (48) 

[См. ТаН. ТгаИё ё1ётеп1;а1ге йез ^иа^е^п^оп8, (;гайи11 раг 
]Р1агг, Рап8, 1882 е1 84, 8есоп(1 рагИе, р. 100], и следова- 
тельно: 

х:{ =» 5п V, {(р — У^)8п 7, ^ , -г^:< « 8п '/^ (у + у^)с8 7, ^ , 

уЛ = С5 7, (9^— '^)5^ V, 9^ «':<=- С8\\ {<р + хр)с8^и ^- (*9> 

Эти формулы и даютъ соотношен1я между параметрами 
обобщенныхъ формулъ Еи1ег'а и формулъ Койп^пез-ЕЫег'а. 
Развертывая ихъ, мы получаемъ: 

Р^-П= 72(9^.+V^^с<^VД9^о■*■V^о)-V2^.«5'V2^о, 

Ргю-И = -У,{(р,+гр,) 1д'/Л9>о + %)-/.^г^9Х^о. 

формулы для опред'Ьлешя «^о)^в>УоЛ'^1?^иУ1)'^1 °^ даннымъ 
^'оА?9^о5'^1?'^п9^1- Чтобы обратно, по даннымъ г^оЛг-УтЛ? 
найти комплексные Еи1ег'овы углы, мы р'^шаемъ ур. (49) 
относительно &^^ + \р^(р—\р и, полученныя для нихъ выраже- 
Н1Я, развертываемъ. Мы получаемъ тогда формулы, которыя для 
определенхя &^^ \р^^ 9^^, \р^у ^^, ^>^ можемъ комбинировать 
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между собой различнымъ образомъ. Мы выпишемъ сл'Ьдующ^я 
формулы: 

&,8п»о = —Ч^о^г +^.^х +У,У, +г,зул^'+2с89^В, (51) 
'^'/,(95.— '/^о)-«о:Уо> *9УЛ9Ро + %)'''^о-^„ 

Вопросъ объ томъ въ какихъ четвертяхъ мы должны вы- 
брать углы 9^о)^о'^^о9 Р'Ьшимъ въ каждомъ частомъ случае, 
если обратных вниманхе на знаки первыхъ частей, формулъ 
(50). 

Если ■3^ = 0, то формулы (50) принимаютъ видъ: 

^0 = 0, 2^0 = 0, ^о:<о = «и'/.(95о+оУ'),«'о:<о-<»'/,(9'о+У'о)> 

У.:^о-='Л«.С87.(95о-У'о), (52) 

Рш-В — 7.(90. + ^,) 19'/Л<Р+^о), 
отЕуда «^7,(95о— ^о) = ^1:у. и ^.•=4(ж,+у1):^„'. 

И для {д{(Ро'^Ч'о) ^ 9^1 "^У^! им4емъ прежшя значешя: раз- 
ность же до^ — у^^ остается неопределенной. 

73. Еовое начало координатъ. Въ параграфахъ 68, 69 
и 71 мы определяли положенхе новой системы координатъ 
косинусами комплексныхъ угловъ между старыми и новыми 
осями въ первомъ изъ нихъ, комплексными Ёи1ег'овыми углами 
во второмъ, и некоторымъ бикватерн10номъ въ третьемъ. 
Интересно изсл-Ьдовать, какъ въ т-Ьхъ, или другихъ изъ этихъ 
данныхъ выражаются координаты новаго начала. 

Въ первомъ случае мы определимъ ихъ по известнымъ 
«формуламъ, разсматривая новое начало О', какъ точку пере- 
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С'Ьчен1я или осей И и /, или осей ;' и А;', или осей, Л' и г^ 
Такимъ образомъ, означая 1^т^п координаты О' будемъ им-Ьты 

I : ш : п \ 1= (54) 

Чтобы опред'Ьлить координаты О въ третьемъ случае, 
когда положен1е новой системы координатъ задано бикватер- 
н10номъ, мы постараемся раскрыть, въ какомъ отношен1и къ 
операщи д( )д~', гд4 Я = Яо +^.^41» находится векторъ ^^(^^/^о)• 

Зам-Ьтимх, что бивекторы, оси которыхъ образуютъ связ- 
ку съ центромъ О, преобразуются операщей д( )д"'^ въ би- 
векторы также н-Ькоторой связки съ центромъ О/, причемъ 
очевидно, что точка О/ есть та точка, въ которую переходитъ 
0^ при винтовомъ перем-Ьщенхи, опред'Ьляемомъ операцхей 
д( )д~\ Такимъ образомъ мы можемъ говорить о преобра- 
зоваши точекъ пространства операщей д( )д""\ 

Чтобы опред'Ьлить ту точку 0\ въ которую переходитъ 
точка О приведен1я бикватершона д, мы разматриваемъ ее 
какъ центръ связки бивекторовъ д = о^ параметра нуль. Точ- 
ка О' будетъ тогда центромъ связки бивекторовъ: 

^ = ^(?о)^~'• 

Такъ какх операщя д( )д~* не зависитъ отъ Тд = <, то для 
упрощен1я мы можемъ заменить бикватернюнъ д его верзо- 
ромъ, который мы означимъ черезъ г = г^ + с^г^ = Г7д. Тогда 

б'=г(ро)г-', 

ИЛИ, такъ какъ (Тг) ' = Л^г — ^Уг, = 1 , и следовательно г~' = 

б= (г, + «г. )р. {Кг^ + аКт^ ) = г„^,^г. + «(г.р^гГг. + г. ^Л^,)у 

или, наконецъ, если воспользуемся формулами: в — из = 2 Те, 
гд4 8 какой либо бикватерн10нъ, и (41) § 27, 

б= г,р„^г„ + 2со Г(г, ^, Кг, ) . 
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Означимъ черезъ 2х векторъ 00' и приыемъ точку О' 
за точЕу пряведев1я бивевтора б; тогда онъ приметъ видъ 
[см. (2) § 30]: 

г„р,Л:г„ + 2«[7(г.().гГг„)-Г(Х.г„р, Кг.)], 

Но параметръ бивектора б равенъ нулю и точка О' находится 
на его оси, следовательно моментъ б для точки О' долженъ 
обратиться въ нуль и 

7(х.г„о„г:г,)=Г(г.р,Жг,), 

каковъ бы ни былъ векторъ <>„. Обратно, если некоторый век- 
торъ )( будетъ удовлетворять этому уравнешю при произ- 
вольномъ р^,, то 2х будетъ векторрмъ 00'. Не трудно пока- 
зать, что уравнен1ю удовлетворяетъ при всякомъ р^ векторъ 
У(г,:Го). Въ самомъ д-Ьл^, всл-Ьдствте преположеп1я, что г есть 
верзоръ и стало быть Рг = /5(г^ :г,з) -= О, Т^(г^ :г ^ = г^ :г^ =; г^ Кт^^ 
внося Т^(г,:^^ вмЬсто х ^^ первую часть предъидущаго урав- 
нев1я, мы получаемъ: 

ибо Хг^.Го=2Уг^ = 1. 

Итакъ Х^У(г^:г^)^г^:т^] нод=<г = <,г,+б;(«,г, ч-«,г^, а 
потому 

Р^-^Х-^./^о^ (55) 

откуда Х'^^(^г%)- ^^ находимъ такимъ образомъ значеше 
вектора V{^^:^^) и формула (55), представляющая обобщенхе 
формулы (5) § 31,даетъ намъ следующую теорему: 

Частное ошъ д)ьленгя момента бикватернгона д на его 
главную частъ^ ЧУЧо? ^^^* нватернгонъ, скаларная часть ко- 
тораго равняется параметру бикватернгона, Рд, а вектор- 
ная — половинть вектора, соединяющаго точку О приведенгя ^ 
съ точкой О, въ которую она переходить при винтовомъ пе- 
ремтцеиги^ опредгьляемомъ операцгей д( )д~'. 

Изъ этой теоремы сл^дуеть, что точка, находящаяся въ 
вонц-Ь вектора у, операщей д( )д~^ переводится въ точку въ 
лсонц'Ё вектора 
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Если ^ будетъ бякватерн10номъ, опред'Ьдяющимъ поло- 
женте новой системы координатъ 0'(г\]\к') относительпо ста- 
рой 0{гу,к), то операщя ^{ )д""* будетъ переводить старую 
систему координатъ въ новое положен1е и точку О въ 0\ 
Поэтому векторъ 00' = 2x = 2Г(^^:^о)=»2Г(^,X^^:</. Вычис- 
ливъ его, мы находимъ для координатъ точки О' выражен1я 

Это формулы г. 81;и(1у [1. с. форм. (5) стр. 528]. Внося 
въ нихъ вм'Ьсто го^^х^,..., ихъ выражеп1я въ функщи частей 
комплексныхъ Ей1ег'овыхъ угловъ, получаемъ: 

Ш-=^(р^8Пд^8П\р^ Ч-'д^С8\р^, (57) 

п = д)^С80^ -+-'^,- 

Эти формулы легко выводятся также геометрически изъ 
чертежа § 69. 

74. Сложенге конечиыхъ винтовыхъ перемгыценгй, Среднгй 
бивекторъ. Дв!; посл'Ьдовательныя операщи ^( )^~^ и ^'{ )^'~^ 
гд* ^ и д' какхе иибудь бикватерн10ны будутъ эквивалентны 
операц1и д'д( )д~'д'""'. 

Если означимъ произведенхе д'д черезъ ^, то, по фор- 
мул* (47,) § 72, ^-^=:.^-'^'- и 

Такимъ образомъ дв4 операщи ^{ )д"* и ^'( )^'■"' будутъ 
эквивалентны одной операщи такого же типа, ^( )^~^ и мы 
приходимъ къ следующей теореме: 

Два послгьдовательныхъ конечиыхъ винтовыосъ перемгьще- 
нгя^ первое вокругъ оси бикватертона ^ на удвоенные его уголъ, 
3/^^, второе вокругъ оси бикватернгона ^', на его удвоенный 
уголъ, 5/.^^ эквивалентно одному винтовому перемтьщент во- 
кругъ оси бикватернгона ^ = ^'^ на удвоенный уголъ ^, 5^^. 
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Эта теорема сводить задачу сложен1я и разложев1я ко- 
нечныхъ винтовыхъ перем-Ьщенхй на умноженхе и д-Ьденхе би- 
кватершоновъ и даетъ возможность решить ее или геометри- 
ческими построен1ями, или путемъ вычислен1Й. 

Пусть намъ даны два конечныхъ винтовыхъ перем^ще- 
шя, одно вокругъ оси е на комплексный уголъ ^^^-Э^н-сэй^^, 
другое вокругъ оси е' на уголъ д'^^'^ч-аэ^/. Если поло- 
жимъ ^^с8У^^Э•^^е8п^/^0 и ^' ^сз^/^-^^ -^^ е^зп^^Ь^ то сложное 
винтовое перем*щен1е будетъ им4ть своею осью и комплекс- 
нымъ угломъ ось и двойной уголъ бикватершона ^«С5V2®^- 
Поэтому, припомнивъ построенхе произведешя двухъ вер- 
зоровъ-бикватерншновъ [см § 58], мы приходимъ къ следую- 
щему цравилу сложен1я двухъ конечныхъ винтовыхъ перем^- 
щешй. 

Построимъ сначала ось /?, которая идетъ по линхи крат- 
чайшаго разстоян1я между осями е и е\ а потомъ дв*]^ лиши 
а ж у такъ, чтобы первая пересекала подъ прямымъ угломъ 
ось ^ и съ осью ^3 относительно направлен1я е образовала бы 
комплексный уголъ 72^? а вторая встречала бы ось г' и 
комплесный уголъ между осью /? и ею относительно направ- 
лешя е' былъ ^/^&'. Тогда лин1я кратчайшаго разстоян1я между 
осями а л у будетъ осью сложнаго перем'Ьщен1я, а удвоенный 
комплексный уголъ между а и у будетъ равенъ комплексному 
углу неремещенхя, 0. 

Чтобы найти зависимость между положен1ями осей ^,е' и 
Б и углами ^,^ и0, означимъ уголъ между осями гиг' че- 
резъ V-^V^'^соV^. Псремножая д' и д и замечая, что г'г= — 
€8V'^Vе'е получимъ 

с8'/^в^С8У,&сз'/,&'—зп'/,дзп'/,&'сзV, (58) 

Езп'/^в==езп'/^&с8У^&'-^е'зп'/^&'сз\/^^ 

•^Гб'е8пУ,'дзп'/,9\ (59) 

Эти формулы вполне опред^ляютъ сложное перемещеше. 
Первая даетъ возможность определить комплексный уголъ 0\ 
развернувъ ее мы имеемъ: 

С8 V.©, =С57, Э^СЗ\',д^-8П'/,'Э,8П'/^д,'с8Г,, (60) 
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0,5/г7,6>,«»Д5п7,^о^57,'»о' + С57,«о5п*/,д;с8г;о) (61) 
ч.^Д'с572^о5>г7.»о'-5«7Ас«'Л^о'^5^о) 

Вторая, представляя Е8п^!^& въ вид-Ь суммы трехъ би- 
векторовъ, показываетъ, какимъ образомъ бивекторъ Езп^/^О 
можетъ быть построенъ. Изъ нея мы можемъ получить раз- 
личныя формулы для опред'Ьлен1я положен1я оси Е и угла 0. 
Такъ, предполагая, что оси е и е' заданы комплексными угла- 
ми, д^до + сод^у Ь^Ь^л-сок^^ 1^1^-^-001^ и д\Ь\1\ которые 
они образуютъ съ осями координатъ, мы можемъ вычислить 
координаты Езп^/^О. Проектируя его на ось г, по теорем-Ь 
§63 находимъ 

8п Ч^ОсзО = т 7, дс8 "1^9'с8д -+- 8п'/^&'с8'/^ &С8д' (62) 

8П^и-д8П У^д\С8}ьС81 — С811С8Г), 



гд'Ь О комплексный уголъ между осями Е и г. Подобныя же 
формулы получимъ и для проэкщй Езп^/^О на оси ^ и к. 

Формулы (58) и (62) для вещественныхъ д,д',г;, и т. д. 
принадлежать Еойп^иез'у. [Вез 1о18 дёотё^г^^ие8 дп! гё§18- 

беп* 1е8 (1ёр1асегаеп18 ^ои^п. йе МаЛ., V, 1840, р. 408]. 

Мы видимъ теперь, что он-Ь им-Ьють вполне определенный 
смыслъ и въ томъ случа'Ь, когда числа, въ нихъ входящ1я, ста- 
новятся комплексными. Изъ (61) при ^^=^/ = получается 
известная теорема Койп^пез'а [1. с. р. 396]. 

Проэктируя бивекторъ Е8п'/^0 на оси 5, е' и Уе'г, по- 
лу чаемъ формулы бол4е простыя: 

8П'/^&С8^\ ^8П^/,д С8^/,&'-^С8'/^д8пV,&'С8V, 
8П'/^еС8^, ^8П'/\д'С8'/^& +8п'/^&С8^1^д'с8Ь\ (63) 

8П^/^&С8/'^ =^8п^/^'д8п'/^'д'8пV, 

гд* /;==/;о-+-«^п. /;=/;о+«/;п /;=/;о+«/;, суть комплекс- 
ные углы, которыя ось Е образуетъ съ осями г,г' и Уе^е. 

По этимъ проэк1ямъ мы можемъ опред^Ьлить бивекторъ 
Е8п\/^0, ибо, какъ покажемъ въ § 80, всяк1й бивекторъ мо- 
жетъ быть построенъ по тремъ проэкщямъ на три, не при- 
надлежащ1я одной щетк^, лин1и. 
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Развернувъ формулы (63), мы можемъ помощью ихъ 
представить равенство (61), по разд'Ьлен1и его на5п72®о) ^^ 
вид'Ь: 

0. = «.с5/;о + ^/с8Д-2г;/,<„ • (64) 

Эта формула, которая, замЬтимъ кстати, весьма просто вы- 
водится геометрически, позволяегъ вычислить 0^, ^сли/^з^/.о» 
Тъо будугъ изв'Ьстны. 

Последней изъ форму лъ (63) можно дать весьма простое 
толкован1е, если мы введемъ понят1е о среднемъ бивектор-Ь 
конечнаго винтоваго перем-Ьщентя. Такъ мы назовемъ бивек- 
торъ, которому осью служитъ ось г перем'Ьщен1я и тензоромъ 
8п\^^&, гд'Ь 'д комплексный уголъ, перем4щен1е опред'Ьляющ1й. 
Кинематическое значенхе средняго бивектора видеть не трудно. 
Пусть точки А^^ ^25-" ^Р^ разсматриваемомъ перем'Ьщеши 
переходятт) въ точки 4/, -4/,.... Разд'Ьливъ хорды А^А^\ 
А^А^.,.. въ точкахъ Ж*^, Ж^,.... пополамъ, будемъ им'Ьть 
векторы М^А^', Ж^ Л /,..., которые будутъ скоростями н4ко- 

тораго движен1я неизменяемой системы точекъ Ж^, Ж^, 

Осью и параметромъ этого движешя будутъ ^ и р8п^1^&== 
^и'^^с1д^/^^'д^^ т. е. ось и параметръ средняго бивектора. 

Мы можемъ теперь истолковать формулу, о которой го- 
ворили, сл4дующимъ образомъ: 

Векторное произведете среднихъ бивекторовъ слагаемых^ 
перемтьщенЫ равняется проэкцги средняго бивектора сложнаго 
перемгьщепгя на лингю крашчайшаго разстоянгя между осями 
слагаемыосъ перемгьщенгй. 

75. Дгькоторыя слгьдствгя изъ основной теоремы предъ- 
идущаго параграфа. Чтобы им4ть возможность удобн-Ье фор- 
мулировать следуюгфя теоремы мы введемъ знакъ [а/?]. Такъ 
мы будемъ означать винтовое перем'Ьщен1е, которое им4етъ 
осью ЛИН1Ю кратчайшаго разстоян1я между осями а и /? и 
определяется комплекснымъ угломъ между этими осями отно- 
сительно положительнаго направлен1я лин1и кратчайшаго раз- 
СТ0Н1Я, перем4щен1е, которое, очевидно; совм4щаетъ а съ Д. 
Понятно, что 2 [«/5] будетъ перем'Ьщентемъ на удвоенный комп- 
лексный уголъ (а/?) вокругъ той же оси, что перем-Ьщенхе 
[ав] прямо противоположно [/?а] и [а/5]-ь[у?а] = 0. 



— 124 — 

Легко внд']^ть, что теорема предъидущаго параграфа до- 
пускаетъ такое обобщен1е: конечный винтовыя перем']Ьщен1я 
вокругъ осей бикватерншновъ д,д',д",... на ихъ удвоенные углы 
слагаются въ одво перем4щен1е, которому осью и угломъ слу- 
жатъ ось и удвоенный уголъ бикватершона ^ = ...^"^'^• 

Если бы случилось, что ^ равняется скаларному числу, 
то сложное перем1)Щен1е исчезнетъ и слагаемыя перем'Ьщен1я 
взаимно уничтожатся. 

Пусть мы им'Ьемъ н'бсколько винтовъ параметра нуль, 
а^,уу.,Т1^9 какъ угодно расположенныхъ въ пространств*. 
Бикватерн10ны /?/а, у//?,... -Э/т., а/д им^ютъ своими осями 
и углами лиши кратчайшихъ разстоянШ и комплексные углы 
между а и /?, /5 и у,... т и д, & т а. Произведете 

(а/д)(д/7?).... (у/А){/3/а)^1, 

а потому мы приходимъ къ такой теорем'Ь: 

Теорема I. Если имтьемъ нгьсколько осей а.^.у^.. Гу& 
какъ угодно расположенныхъ въ просшранствгь^ то послгьдо- 
вательныя винтовыя перемгьщенгя 2[а/?], 2[/?у],... 2[7;д], 2[да], 
слагаясь, взаимно уничшооюпются, 

Припомнимъ ту фигуру изъ 18 прямыхъ, съ которой 
мы встр'бчались въ § 58 и ея свойство, выражающее законъ 
ассощативности умножен1я верзоровъ-бикватернюновъ. Сопо- 
ставляя это свойство съ предъидущей теоремой увидимъ, что 
законъ ассоц1ативности будетъ эквивалентенъ следующей те- 
орем4: 

Теорема П. Пусть (5", Д,<51, ДД.^Уд ^^с^*? ^^^^ угодно 
расположенныхъ въ пространствгь^ имгьющихъ опредтьленнсб 
направленге, осей. Построимъ линги ^,,^2>^я5^4?^5>^в ^Р^^^Дй- 
тихъ разстоянЫ: в^ между &^ и 6^^ е^ между &^ и сУд,.... 
г^ между 6"^ и ^^. Тогда, если три винтовыхъперемгьщенгя 
вокругъ первоШ, третьей и пятой изъ лингй е, — ^1,^а?^б — '^^ 
удвоенные комплексные углы между ()\ ^ ^5^, , ^, «* ^4 » ^б ^ ^в 
отъ ^^ къ (?2, отъ ^^ къ 6^, отъ 6^ къ 6^ взаимно уничто- 
жаются, то три винтовыхъ перемгьи^енгя вокругъ второй, 
четвертой и шестой изъ лингй г, — ^2 5^4>^б — '^^ удвоен- 
ные комплексные углы между 6^ и д^, 6^ "^ ^ь) ^в ^ ^1 ^^* 

^2 ^^ ^3» ^^^ ^4 ^^ ^5? ^^^^ ^в ^^ ^1 ^л'^^б взаимно унич- 
тожатся. 
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Эта теорема можетъ быть обобщена сл-Ьдующимъ образомъ. 

Если мы им'Ьемъ 2п осей (^'^,^^,... (У^л и вращен1я 2[($'^(5',]^ 

2[^з^4]5--- 2[^2л-^<У2л]^ слагаясь, взаимно уничтожаются, т. е. 

то посл'бдовательныя вращешя 2[(}^2<^з]> 2[(^^(^^^, ... 2[($'272^1] 
также взаимно уничтожатся, т. е. 

2[(}^.(Гз]н-2[(ГД] + ... +2[<У,Д] = 0. 

Бакимъ образомъ можетъ быть доказана эта теорема, 
поважемъ въ сл'Ёдующемъ параграф']^. 

76. Обобщенге доказательства МоЫиз'а закона ассоцга- 
шивности умножетя верзоровь-квашеригоновь. Мы вид4ли въ 
§ 74, что умножеше двухъ верзоровъ-бикватернюновъ и сло- 
Я1ен1е двухъ конечныхъ винтовыхъ перем'Ьщен1й дв']^ операц1и 
тожественныя. Мы воспользовались этимъ обстоятельствомъ, 
чтобы помощью изв'Ьстныхъ памъ свойствъ операщи умноже- 
Н1я изучить законъ сложен1я конечныхъ П]ерем'Ьщен1й. Но мы 
можемъ воспользоваться имъ иначе: изсл']^довавъ независимо 
отъ операц1и ^( )д~' законъ сложен1я конечныхъ перем4ще- 
шй и доказавъ, такимъ образомъ, его тожество съ умножен1емъ 
верзоровъ, мы можемъ помощью свойствъ операц1и слоя\ен1я 
перем'Ьщен1й изучать свойства операщи умножен1я. 

Подобнымъ образомъ, какъ мы упоминали въ § 58, Мб- 
Ыиз въ своей зам'Ьтк'Ь „Кеиег Ве\^е18..,." [АУ'егке В. 2] далъ 
весьма простое доказательство закона ассощативности умно- 
жен1я верзоровъ-кватерн10новъ, показавъ, что эта последняя 
операц1я эквивалентна сложен! ю двухъ вращен1й вокругъ пе- 
ресЬкающихся осей. Мы покажемъ теперь, какъ доказатель- 
ство МоЫиз'а распространяется на бикватерн10ны. 

Означая вращен1е вокругъ положительнаго паправленхя 
оси а на Л" черезъ [а], докажемъ сначала, следующую тео- 
рему [^Чепег, Вхе 2и8аютеп8е1:2ипп: 2^е1ег епйИсЬеп ЗсЬгаи- 
Ьип^еп §и е1пег ^тгщ^т\. ВепсЫ;е йег ЗасЬз. без. 1890]: 

Два послгьдовательныя вращешя [а] и [у5] слагаются вь 
одно винтовое перемгьщенге 2 [а/?]. 

Въ самомъ д-Ьл-Ь, лин1я кратчайшаго разстоян1я между 
осями а "а 8 посл4 вращен1й [а] и [/?] приходитъ въ перво- 
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начальное положенхе и им^ет-ь первоначальное направлен1е. 
Следовательно, винтовое движен1е, сложное изъ [а] и [/5], не 
будетъ м4нять ни положенхя, ни направлен1я лин1и кратчай- 
шаго разстояшя, и потому эталинхя будетъ служить его осью. 
Взявъ зат*мъ какую нибудь прямую, пересЬкающую лин1*ю 
кратчайшаго разстоянхя подъ прямымъ угломъ, и отм'Ьтивъ 
ея положен1я до перем'Ьщен1я [а], посл4 этого перем4щен1я 
и наконецъ послЬ перем4щен1я [/5], увидимъ, что комплексный 
уголъ между ея первоначальнымъ положешемъ и положешемъ 
посл'Ь перем'Ьщен1й будетъ 2 (а/?). Этимъ угломъ и будетъ 
определяться сложное перем-Ьщензе. 

Такимъ образомъ теорема доказана. 

Легко вртдёть, что два вращен1я [а] и [а] приводятъ 
неизменяемую систему въ ея первоначальное положен1е. По- 
этому, въ результат* посл'Ьдовательныхъ вращенхй [а], [^], 
[/?], [у], [у], [а], где у какая нибудь третья ось, система 
своего положен1я не изменитъ. Эти шесть вращен1й взаимно 
уничтожатся и мы можемъ написать: 

Но сложен1е конечныхъ перемещен1й есть операц1я ассо- 
щативная, и мы можемъ, сгруппировавъ вращен1я по два, пред- 
ставить предъидущее равенство въ виде: 

([«] + т + т + [/]) + ([у] + [а]) = 0. 

И тогда, по только что доказанной теореме, будемъ иметь 
равенство: 

2[а/?] + 2|)57]4-2[уа]==0, 

выражающее частный случай теоремы I предъидущаго пара- 
графа. Изъ него имеемъ: 

2[а/?] + 2[/?у] = 2[а7]. 

Это равенство и приводитъ насъ къ правилу сложешя 
конечныхъ перемещен1и, данному въ § 74 и показываетъ, 
следовательно, что построен1е, съ которымъ мы имеемъ дело 
лри умножен1и верзоровъ-бикватернхоновъ тожественно съ по- 
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строен1ем'Ь, которое должны выполнить при сложен1и двухъ 
вонечныхъ винтовыхъ перем'Ьщешй. 

Тавимъ образомъ, если А,А'^А' будутъ каше либо три 
конечныхъ винтовыхъ перем^щешя и ^5^^^'' три верзора-би- 
кватершона, которые по порядку им-Ьють своими осями оси 
перем-Ьщешй ЛуА\Л" и углами половины комплевсныхъ угловъ 
перем'Ьщен1Я опред*ляющ1я, то построеше сложнаго перем*- 
щенхя: 

будетъ эквивалентно построен1ю верзора-бикватерн10на ^"(Ч['^)• 
Построен1е же перем-Ьщетя: 

— построен1Ю бикватершона (^"^')^. Но операщя сложен1я ко- 
нечныхъ перем-Ьщенхй есть операщя в.ссощв,тявяал: {Ал-А')-^ 

А''=А-^{А''^А), а потому и (^!\^'^)=={(^!'(^!)^. 

Итакъ законъ ассощативности умножен1я верзоровъ - би- 
кватерн1оновъ и эквивалентная этому закону теорема о 18 
прямыхъ доказаны. 

Предъидущее доказательство можно видоизменить еще 
такимъ образомъ. Мы видели, что теорема о 18 прямыхъ 
эквивалентна теореме II § 75. Сл']&довательно, доказавъ эту 
последнюю, мы докажемъ и теорему о 18 прямыхъ и законъ 
^ссоц1ативности умножешя верзоровъ. 

Но теорему II мы можемъ формулировать такъ: если 

2[(У.(Г.] + 2[(У.<] + 2[сУ,(У,]-0, (65) 

ТО 

2[(У.(?,]+2[(У.(?,]4-2[(?Д] = 0; (66) 

И доказать ее это значитъ доказать, что отъ равенства (65) 
мы можемъ перейти къ равенству (66). Равенство же (65) по 
теорем'Ь этого параграфа можно представить въ вид'6: 

[<^.]+[^.]+[с^.]+№]+[<У.] + К]=о, 
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или, по той же теорем* и закону ассодхативности сложен1я 
перем'Ьщен1й, въ вид*: 

[^.] + 2[(У.(У,] + 2[сГЛ]-ь[^^,] = 0. 
Прибавивъ къ об^имъ частямъ вращеБ1е [(]^^, будемъ им'^^ть 

откуда и сл-Ьдуетъ равенство (66). 

Обобщен1е теоремы II § 75 можетъ быть доказано по- 
добнымъ же образомъ. 

77. Выводъ нгькоторыхъ форму лъ шеорги квашертоновъ. 
Выведемъ теперь несколько формулъ теор1и кватерн1оновъ, 
которыя, какъ мы знаемъ, будутъ прим'Ьнимы и въ винтовомъ 
счислен1и и понадобятся намъ въ дальн'Ьйшемъ изложен1и. 

Пусть а,/?,у,(У, каюе нибудь бивекторы. Изъ формулъ 
для 8а^в и Уа^ [см. §§ 35 и 39], мы им'Ьемъ 

8аВ^8^ва, Га/в^ — У^а, (67) 

Поэтому, а/? - 8а^ -ь Га/9, /ва - 8а^— Уа^, 

28а/3^а/3+^3а, ^Уа^^а/В^-^а. (68) 

Дал-Ье, а{1^у)^а{^Ву'^У^у)^а8^уЛ'(1Уру\ но <Х|5/?уесть 
бивекторъ, следовательно 

8а^у^8аУ13у. (69) 

Также докажемъ, что 8а6у^8Уа^.у. (70) 

Заменяя въ (68) /? черезъ 7/?/, им-Ьемь: 

2УаУ^у^аУ^у—У^у.а. 

Складывая это равенство съ тожествомъ = а8^3у — 8^у,а^ 
получаемъ: 

2 У а У^у = а(81^у + У/Зу)—{8^у + У/ву)а = а/ву—^вуа 
= {а/3 -^1^С1)у-^{уа + ау) = 28а^.у—2^8уа, 
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откуда 

Уа7/3г^у8а^—/38ау, (71) 

равенство весьма важное при вычислен1яхъ. Сложнпъ его съ 
тожествомъ 

7а8^у^а8Ву, 

находимъ Уа^у^а8^у—^8уа+у8а^, (72) 

Зам'Ьнивъ ъъ (71) сначала а./З^у^ черезъ Уар^у^^ а за- 
гЬыъ а'ф^у черезъ /?,у,^ получаеыъ два равенства.: 

7( Уа^. У у 8) « 88а13у—у8а^8, (7 3) 

У/ЗУуд=^б8^у—у8^8, 

мзъ которыхъ второе, посл'Ь того какъ умножимъ его на а, 
сраннимъ скаларныя части об-Ьихъ частей и зам'Ьтимъ, что 
8аУ/ЗУу6^8а^Уу$^8У(1^Уу^\ даетъ 

8(Уа^. Уу(^)^8аб8^у^8ау8/3б. (74) 

78. Различныя выраженгя для 8а/ву. Пусть а^^хг-^у) 
+ ^к, ^ = (х1г'^у^з + ^Ъ11у^х^'г'\-у'з'\'г"к, гд* ж = р + соа, ^ = 
^ + соЪ^ г^г^ос, ж' =^?, н- «а, , у' =- д^ + «&, , ^' = г^ ч- 6ЭС/, ж'' = 
р^-^соа^^ у"^д^-^сэЬ^, в" ^^г^-^-сос^. Составляя помощью фор- 
мулы (69) 8а/ву, находимъ 



За^ву - — 



\ X у ^ 

I г * 

X у г 

X у г' 



(75) 



откуда видимъ, что 8а^3у м'Ьвяетъ знакъ всяк1й разъ, когда 
мы переставляемъ два множителя, такъ что 

8а13у = —8ау/3 - 8 у а/в = —8у/ва = 8/вуа = -'8/Зау, 

Пользуясь соотношен1ёмъ 8а/Зу = 8Уа/в,у, въ которомъ^ 
зам'Ьняемъ сначала Уа^в черезъ ТаТ/взпве, гд-Ь в=-в^ + сов^ 
кохмплексный уголъ между осями а и Д а потомъ 8^у че- 
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резъ — Тусз^р, тцЬ \})'-\р^ + а%1}^ комплексный уголъ между е 
и V, получаемъ для 8а^у другое выраженте: 



8а/3у ТаТ^вТузпвсзхр. 



(76) 



Наконецъ, если возвысимъ равенство (72) почленно въ 
квадратъ и припомнимъ, что (^д') * = (Тд') * + ( Т^д') ' [см. (16) 
§ 21], получимъ для 8а^5у третье выражен1е: 



8'а/5у'=ГаГ/51'у + а*8'/3у + 
^3^8уа + у '8^а^ —28/Зу8уа8аЗ. 



(77) 



Первое изъ выражен1й для 8а^у, (75), даетъ возмож- 
ность вычислить 8а/ву^ когда даны прямоугольныя координаты 
бивекторовъ а, /5 и у] изъ втораго, (76), найдемъ 8а^ву, 
если будутъ изв-Ьстны Та, Т^в, Ту и углы в и 1/^; наконецъ 
третье, (77), дастъ 8а/ву, если будемъ знать Та, Т/?, Ту и 
комплексные углы между осями а,/? и V. Развернувъ (75) и 
(77) и предположивъ въ последней для простоты Та^Т^=^ 
1у=1, получаемъ: 



В^а^ву 



8^а/3у 



р 2 г 

Рг Яг л 

Р, я, г, 


У 








а Ь с 

Рг Яг ^г 
Р, Я, Г, 




р 2 г 
а, Ь. с, 

Р, Я, *•, 




р 2 г 

Рг Яг л 
«2 ^ с. 



(78) 



,(79) 



8,'а^у=1-С8\/5у\-с8Чуа)-с8'{а^)„ 
+2с8(^у)^С8{уа\с8(а/3)о, 



(80) 



8,а^у.8, а/Зу = (^у\ 8п{^уис$(^у)„- 

+ (уа)^8п(уа%[с8{уа)о 
+ {а^),8п{аАис8(аЦ\- 



■с8(уа\с8(а^)о] 
■С8{а^),С8(^у),] (81) 

с8(^у)оС8(уа\1 



гд4 8да/5у есть главная часть, а 8^а^у — моментъ 8а/3у, 
такъ что Заву =8^а/3у + со8^а^у, и (а/?) = (а/5)о + ы(а/^),'и 
т. д. суть комплексные углы между осями а я /3, и г. д.. 
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Но изъ формулъ (85) параграфа 80 видно, что выражен1я, 
СТ0ЯЩ1Я въ скобкахъ [ ], будутъ по порядку — 8п{уа)^Х 
8п{а^)^С8{^'У),—8п{а^},8п{/Зу),с8{у'а'\, — 8п (Зу), 8п (уа)^ 
ХС8(а/3')^, и потому 

8^а^у8^ а^у = —8п{^у),8п{уа\8п{с^^3)^>< 
[{Ау)гС8{Зу\ -н {уа)Мг'^% -ь {а^)М(^'Юо1 (82) 

Равенства (76) развертывать не будемъ, но, взявъ пара- 
метры отъ об'Ьихъ частей его, выведемъ выраженхе для Р8а^у: 

Р8а/3у ^Та^Г^-^Т^ул-в, с1дв-хр,гдч\^ (83) 

79. Случаи^ когда 8а/3у = 0, или РЗа/ву^^со. Изъ фор- 
мулы (76) легко выводятся услов1я, при которыхъ 1^а/?у = оо, 
или За^у^О, 

Для того, чтобы Р произведен1я н'Ьсколькихъ комплекс- 
пыхт. чиселъ обратился въ безконечность, необходимо и дос- 
таточно, чтобы параметръ одного я только одного множителя 
былъ равенъ со. 

Поэтому Р8а/3у = оо, 1) если Ра, Р/?, Р^, Рс51/; конечны 
и Р8п0=оэ, т. е. если оси бивекторовъ параллельны одной 
плоскости, но не принадлежатъ одной щетк-Ь; 2) если Ра, /;6', 
Ру, Рзпв конечны, но Рс8яр'^оо, т.е. если опять оси а.у5,у, 
будучи параллельны одной плоскости, не лежатъ на одной 
щетк*; этотъ случай тожественъ съ предъидущимъ; 3) если 
Р одного изъ бивекторовъ безконечно великъ, но Р8пв и Рс81р 
конечны, т. е. если оси а,у5, V не параллельны одной плоскос- 
ти и параметръ одного изъ нихъ безконечно великъ. 

Ишакъ^ Р8а^ву^^со въ двухъ случаяхъ 1) еслиРа.Р^.Ру 
конечны и оси а,^.у^ будучи параллельны одной плоскостг1, 
не лежатъ па одной и той же щеткть и 2) если одинъ изъ 
параметровъ Ра^Р/З^Ру безконечно великъ^ и оси а, /3^ у не 
параллельны одной плоскости. 

Для того, чтобы произведен1е н'^сколькихъ комплексныхъ 
чиселъ обратилось въ нуль необходимо и достаточно, чтобы 
одинъ изъ множителей былъ равенъ нулю, или чтобы пара- 
метры хотя двухъ множителей были равны безконечности. 
Поэтому, если мы предположимъ сначала, что ни одинъ изъ 
бивекторовъ не им'Ьетъ безконечно большаго параметра, то 

9* 
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8а/3у можетъ обратиться въ нуль въ трехъ случаяхъ, 1) когда 
051/.' = О, т. е. когда ось у пересЬкаетъ г подъ прямымъ углома ; 
2) когда &«^-«0, т. е. оси а и /? совпадаютъ и въ 3) когда- 
Рс8Ф = Р8пв'^ со т. е. когда оси а Иу5 параллельны и ось у 
перпендикулярна къ направлев1ю лин1й кратчайшихъ разстоя- 
Н1Й между осями а и /?. 

Легко видеть, что во всЬхъ трехъ случаяхъ оси бивек- 
торовъ а./в,у принадлежатъ одной и той же щетк4, ибо, когда 
он']^ параллельны между собой, что возможно въ случа']^ треть- 
емъ, мы можемъ считать ихъ также принадлежащими одной 
щетк-Ь съ безконечно удаленной осью. Обратно, когда оси 
им'^ютъ общую лин1ю кратчайшаго разстояшя, или парал- 
лельны, т. е. принадлежатъ одной и той же щетк'Ь, то им-Ьеть 
м-Ьсто одинъ изъ вышеуказанныхъ случаевъ и 8а^у-=0. 

Положимъ, что параметръ одного изъ бивекторовъ са^В^у^ 
наприм'Ьръ у, безконечно великъ; тогда Ва^у обращается 
въ нуль въ двухъ случаяхъ, 1) когда Рс51/^==оо, т. е. направ- 
ление оси у перпендикулярно кълиши кратчайшаго разстоя- 
Н1Я между осями а и /?; всл-Ьдствхе неопределенности поло- 
жен1я оси у, мы можемъ считать, что оси са^^^у принадле- 
жатъ одной щетк^Ь; 2) когда Рзпв^со^ т. е. когда оси а и/? 
параллельны. 

Наконецъ, когда параметры двухъ или трехъ изъ бивек- 
торовъ ау/З^у безконечно велики, или хотя одинъ изъ бивек- 
торовъ а./?,^ исчезаетъ, то 8а/ву-=0. Исключая посл-Ьдшй 
случай, мы приходимъ, следовательно, къ такому заключен1ю: 

8а^у=^0у 1) если Ра^Рв^Ру конечны и оси а^^^у при- 
надлежать одной и той же щеткп», 2) если параметръ одно- 
го изъ бивекторовъ безконечно великъ и оси двухъ другихъ па- 
раллельны и въ 3) если параметры хотя двухъ изъаф^у без- 
конечно велики, 

Изъ предъидущихъ двухъ теоремъ заключаемъ: 

Если параметры бивекторовъ а,^,у конечны^ то 8а^у = О 
только тогда, когда оси ихъ принадлежатъ одной и той же 
щеткть и Р8а/ву = оэ только тогда, когда оси параллельны 
одной и той же плоскости, но не имп/ютъ общей линш 
кратчайшаго разстояшя. 

80. Косыя координаты бивектора и его составляюи^гя; 
дополнительная координатная система. Зависимость между 
проэкг^гями и составляющими бивектюра. Если мы им^емь. 
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три бивектора аф.у и три комплексныхъ числа а,Ь,с то би- 
векторъ о=-(К1-\-Ьрл-су можетъ быть нами построенъ. Обрат- 
но, мы сейчасъ покажемъ, что при услов1н 8а^у =4= О и 
Р8аву^^со^ каковъ бы ни былъ бивекторъ р, мы всегда :^10- 
жемъ оаред'^лить такихъ три комплексныхъ числа а, 6, с что 
р«аач-&/5+су. Для доказательства зам-Ьнимъ въ формул* 
(73) одинъ разъ /?,/,(5^ черезъ р.у^,^, а въ другой а./?,у.(У че- 
резъ /?,7,а,р; тогда будемъ им'Ьть два равенства 

V, Усно ТВ у = у8ао^—/38аоу, 
V. У^у Уао - ^8^3уа—а8/Зуо, 

изъ которыхъ, замечая, что 7.7ар.Т^у = — У.У/Зу.Уао, по- 
лу чаемъ: 

оЗсг^у = а8/Зуо -^/^Зуар ч- у 8 а/5 о. (84) 

Всл4дств1е предположен1я, сд'Ьланнаго относительно За/Зу^ 
числа: 

^ 8РУ9 ъ. ^ ^Г^о ^ ^ 8а^9 
8аРу ' ^ Пару ' "^ 5«/5у ' 

будутъ вполн-Ь определенны, и теорема такимъ образомъ до- 
казана. 

Итакъ по даннымъ а.Ь,с можно построить бивекторъ о, 
и обратно по данному бивектору р вполне определяются 
числа а,Ъ,с и притомъ однозначно. Три числа а.Ь,с будемъ 
называть косыми координатами бивектора р; бивекторы а./Зу 
координатными бивекторами, а ихъ совокупность коордиват- 
ной системой; бивекторы аа,Ъ/3^су — геометрическими и числа 
аТа^ЪТ^,сТу — алгебраическими составляющими бивектора р 
по осямъ а,/?,у Когда изъ смысла р-Ьчи видно, идетъли д*- 
ло объ алгебраическихъ, или геометрическихъ составляющихъ, 
т* и друг1я, безразлично, будемъ называть просто составляю- 
щими. 

Систему бивекторовъ сС^У/Зу^ /З'^Ууа^ у=-Уа/3 бу- 
демъ называть дополнительной системой. Когда намъ даны 
-бивекторы си.^,у.^ то легко построимъ дополнительную систему 
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и вычислимъ 8а'/3'у\ Р8а'/3'у и комплексные углы, которые 
оси а',/3\у' образуютъ между собой и съ осями сс.^З^Уу поль- 
зуясь следующими формулами: 

З^зу ^а'8/3у—8уа8а/в, 8аа' = 8а/ву, 

8уа'^/в'8уа—8а^38^3у, (85) 5/?/== 8а/? у, (86)- 
8а'/3' = у'8а/в —8/Зу8уа, 8уу = 8а/3у, 

8а'/зу' = 8Га'^'Га/в=—8'а^5у, |87)^ 

Р5а'/?'/ = 2Б5а/?7, 

которыя легко выводятся помощью формулы (74). 

Изъ посл'Ьднихъ двухъ формулъ сл-Ьдуетъ, что уСЛ0В1Я 
8а/3у =*= О и Р8а/ву =*= оо влекутъ за собой неравенства 
8а'^в'У=^0 и Р8а'В'у'=*=со. Мы можемъ, поэтому, бивекторы 
а!ф\у^ принять за координатную систему бивекторовъ и отно- 
сительно ихъ определить координаты и,V^го бивектора {>. Па 
формул* (84) мы им'Ьемъ 

о8а:13'У = а'8^'у'р -^/в'Зу'а'р -ь у'8а'/в'р 

Но по формул* (74), 8^'ур -= 8Ууа.7у'о 5ар. 

8а/3у\ подобнымъ же образомъ найдемъ 8^'а'() — — 8/Зр.8а^у 
и 8а'^3'р = — 8ур.8а/ву^ и следовательно 

р8а^у = а'8ар+^'8/Зр-^у'8ур, (88) 

откуда видно, что координаты бивектора о относительно а', 
^^\У будутъ 

5ао 81^0 8уд 

и = -—-^ , V == -7г-^- . го = 



8ару' 8а^у' За^у ' 

Пользуясь дополнительной системой координатъ, мы мо- 
жемъ представить въ весьма простомъ вид* составляющхя 
аТа, ЪТ/вуСТу бивектора р наосяхъ а./?,/. Въ самомъ д^л*,. 
составивъ по (76) § 78 выражен1я для 8а/ву и 8а/?р: 

8а^у = — ТаТ/ЗТу8п{Ву)с8{аа') , 
8^3ур = —Т^ТуТрт{Ву)с8{аЪ), 
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получаетъ первую изъ форму лъ: 

аТа^Трсз {а'р):с8{аа), 
ЪТ^ = Т^С8 (/?^()):с5(/?/?'), (89) 

• сТу « Тдс8{у'о):с8{уУ). 

Дв1^ друпя формулы найдутся подобеымъ же образомъ. Эти 
формулы легко выводятся помощью теоремы § 63 (Ср. Сомовъ, 
Кинематика, стр. 150). 

Чтобы по даннымъ а,Ь,с найти и,V^гV и наоборотъ, умно- 
жимъ равенство ^ = аа + 6/!? -+- с^ последовательно на а^в^у^ и 
равенство р — г/а' + г;Д' н- гг;у ' на а'./?',^' и возьмемъ скаларныя 
части полученныхъ равенртвъ. Тогда будемъ им^ть уравнен1я: 

в^ар = аа * -4- ЪВаВ + с5уа, 

81вр^а8а/3 -ьЬ /?* +с5/?у, (90) 

8ур = аЗуа + Ъ8/Зу ■^су'' , 

8/вур « 8а'р = г^а'" + |;!§'а'/5' + го8у'а\ 
8уад=^8/ЗЪ^и8а'^' +V^" -^го8^у, (91) 

^»а/?() ^8у'р^и^у'а'-^V8/3'у''^гVу" , 

который стоить только разд'Ьлить на 8а/3у^ чтобы им-бть 
искомыя соотношен1я. Вторую группу получаемъ изъ первой, 
р-Ьшая ее относительно а^Ь^с. Если въ эти уравнен1я введемъ 
составляющ1я бивектора о по осямъ а^^^у и его проэкц1и на 
эти оси, то увидимъ полное тожество уравнен1й (90) и (91) 
съ известными соотношен1ями между проэкц1ями и составляю- 
щими вектора (Сомовъ, 1. с, глава VIII). 

Если р = аа -ь Ь/?, и следовательно координата с = 8а^р = О , 
то оси бивекторовъ а.^3^р по теорем* предъидущаго параграфа 
будутъ принадлежать одной и той же щетке, осью которой 
служитъ ось у\ Обратно, если ось бивектора р принадлежитъ 
щетке у\ то с^8а/3р^0 и р^аа + Ь^. Такпмъ образомъ, 
если числамъ а и & мы будемъ давать как1е угодно значен1я, 
все бивекторы р-^аа-^Ьв будутъ принадлежать одной и той 
же щетке, и всяшй бивекторъ этой щетки мы получимъ, если 
выберемъ для чиселъ а и & надлежащ1я значен1я. 
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81. Векторное и скаларное произведенгя и относитель- 
ный моментъ двухъ бивекторовъ въ косыхъ координатахъ. Пусть 
кром'Ь бивектора о мы им*емъ бивекторъ о'=--а'а-^Ь'/в + су. 
Возвышая р въ квадратъ и перемножая р и р', находимъ: 

о' = а'а''^Ъ'/в' + су' + 2Ъс8/Зу-^2са8уа-^2аЬ8а/3, (92) 

5рр' « аа'а * -ь ЪЪ'/З ' + сс'у ' + фс' -ь Ъ'с)8/ву ч- {са' ч- с'а)8уа 4- 

+ (аЬЧа'6)5аА (93) 

Удо' - фс'—Ь'с) У/Зу -ь {Ы—(1а) Гуа 4- (ай' — аЪ) 7а/?, (94) 

изъ которыхъ первыя дв'Ь аналогичны формуламъ аналитиче- 
ской геометр1и, помощью которыхъ. определяются длина век- 
тора и геометрическое произведеи1е двухъ векторовъ, а пос- 
ледняя даетъ координаты Удд' относительно дополнительной 
системы Положивъ для простоты въ (93) Та = 7/5 = Ту =1 
и означивъ углы (^3у), (уа), (а/в) соответственно черезъ 
(р^+соЛ^^ д)^+(оЛ^^ 9^3 "^^^^35 ^^ получаемъ для относитоль- 
наго момента бивекторовъ о и р' (коффищентъ при — со въ 
5ор') такое выражен1о: 

4- С8(р, {а^Ъ^ ' + &о«. ' -^ <^ -^ К^г ) 

—{аХ-^Ъ,а^')^^8п(р^. 

Для 5^р(? и относительнаго момента двухъ бивекторовъ 
р и (У получаются весьма простыл выражен1я, если мы одивъ 
нихъ определимъ составляющими, а другой проэкщями на 
координатныя оси а./З^у^ иначе говоря, если одинъ изъ нихъ 
отнесемъ къ системе сс./в^у^ а другой къ дополнительной 
а!ф\у\ действительно, перемножая равенства 

о8а^у = а8/3уд •Л'^8уад + у8а/3р, 

б8а8у^ а'8аб + /3'8^б +у'8уб, (95) 



— 137 — 

л сравнивая скаларныя частп об'^^ихъ частей, им'^^емъ: 

8рб8а/3у = 8аб8/Зуо + 8^б8уао + 8ув8а/3д (96) 
лли, припоминая значен1е а,&,с, 

8дб=а8аб+ 18^86-^ с8уб, (97) 

или, паконецъ, означая 81x6^ 8^6, уб^ черезъ х^у^а^ 

8об-=^аХ'\~Ъу'\'Сг, (98) 

Развертывая это равенство, получаемъ для относитель- 
наго момента такое весьма простое выражен1е: 

Представивъ равенство (97) въ вид-Ь: 

8об^ — [аГа][Г(Ус8(а(У;]— [&Т^][Г(Ус5(/?(У)]— [сТ/][Гб'с5(/(У)] 

Бидимъ, что геометрическое произведен1е двухъ бивекторовъ 
равняется сумм* произведен1й составляющихъ одного бивек- 
тора, умноженныхъ на соотв4тствующ1Я проэкц1и другаго [ср. 
Сомовъ, 1. с]. 

Изъ предъидущихъ формулъ можно получить еще не- 
сколько выражен1й для относительнаго момента бивекторовъ 
о и (У, если введемъ углы и кратчайш1я разстоян1я между 
осями С1^1^^у^ 01!ф\у. р и (У. 

82. Преобразованге геометрги связки въ геомешргю линей- 
чатаго пространства. До сихъ поръ мы старались выяснить 
какой смыслъ им4ютъ прямоугольныя, косоугольныя и поляр- 
ныя координаты точки, проэкц]и и составляющ1я вектора, 
когда они становятся комплексными числами вида а^+соа^. 
Мы показали, что формулы преобразовашя Декартовыхъ ко- 
ординатъ точки при комплексныхъ параметрахъ, опред4ляю- 
щихъ положен1е новой системы координатъ, переходятъ въ 
формулы преобразован1я Пискег'овыхъ или прямоугольныхъ 
координатъ бивектора Попутно мы изучили операщю ^{ ) д~^ 
л коснулись вопроса о конечныхъ винтовыхъ перем'Ьщен1яхъ, 



— 138 — 

т^сно связаннаго съ формулами преобразоваехя координатъ, 
причемъ мы вид'Ьли, что вра1цен1я вокругъ пересЬкающихся 
осей переходятъ въ конечныя винтовыя перем'Ьщев1я, когда 
параметры, вращешя опред'Ьляюгщя, становятся комплексными. 

Мы перейдемъ теперь къ приложев1ямъ иного характера, 
а именно къ изучен1ю помощью метода перенесен1я н-Ькото- 
рыхъ геометр ическихъ фигуръ и формъ, составленныхъ изъ 
конечнаго или безконечнаго числа бивекторовъ, при чемъ мы 
остановимся на простМшихъ, какъ то на т'Ьхъ фигурахъ и 
формахъ, въ которыя преобразуются прямая, плоскость, связка, 
пучекъ и т. п.. 

Три вещественныхъ числа х.у,г^ которыя мы принимали 
выше или за координаты точки, или за проекции вектора мы 
можемъ разсматривать какъ однородныя координаты луча 
связки, имеющей начало координатъ своимъ центромъ. Плос- 
кость связки будетъ многообраз1емъ лучей, координаты кото- 
рыхъ удовлетворяютъ уравненхю иx + Vу•^гV^ = Ь\ и^V^го суть 
координаты плоскости. 

Пусть теперь а;,«/,^ становятся комплексными числами; 
они опред^Ьлятъ н-Ькоторый бивекторъ а, им4ющ1й прямую а' 
своею осью. Для вс4хъ бивекторовъ, которые имЬютъ своими 
координатами ах.ау^а^^^хк а=^а^ + соа^^ осью будетъ служить 
та же прямая а', а потому х^у^^ мы можемъ разсматривать 
какъ однородныя комплексныя координаты луча а' въ про- 
странстве. 

Многообраз1е лучей а' пространства, однородныя коорди- 
наты которыхъ удовлетворяютъ ур. иx-^Vу■^^гог==(^^ гд-Ь г^ = 
и^-\-сои^^ V=^V^^^(ог\^ го=^го^-^оэю^, образуютъ щетку, осью 
которой служитъ лучъ/?' съ координатами г(,^,г^. Действитель- 
но, если /в VI а суть два бивектора, им'Ьющ1е своими коорди- 
натами щь,го и х,у^;г соответственно, то уравнен1е иx-ЬVу'^ 
го.'! = можемъ представить въ вид* 8^а«0, и изъ теоремы 
§ 38 будетъ следовать, что ось бивектора а, т. е. лучъ а^ 
пересекаетъ подъ прямымъ угломъ ось бивектора /?, т. е, 
лучъ /3\ Обратно, если лучъ а' встр^чаетъ подъ прямымъ 
углом ь лучъ /?', то 8^3а==иx + Vул-го2^^. 

Такимъ образомъ, уравнеше вида иxл-Vул-V)2=^{^ опре- 
д^ляетъ щетку и три комплексныхъ числа ^,г;,г<;, которыя слу- 
жатъ однородными координатами луча /?' — оси щетки, мы мо- 
жемъ назвать однородными координатами щетки. 
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Углы в т Ь между двумя лучами а'(х^у^2) и а'\х\у\г'У 
и двумя поскостями 0(и^ю^г6) и 13!\г^ ^'(^ ^^ш) связки опред-Ь- 
ляются формулами: (4) § 61 и 

с^и = — === — == , (100) 

Если же х^у^г\ ж',У,^'; и^V^'а)\ и\V\го сделаются комплек- 
сиыми, то формула (4) § 61 опред'Ьлитъ комплексный уголъ 
между лучами а\х,у^2) и а''{х'у'г') пространства, а формула 
(100) комплексный уголъ между осями/?' и/?'' щетокъ/?'(^,г;,г(;) 
и /?"(^'!;'г<;'). Итакъ, мы можемъ резюмировать сказанное сл-Ь- 
дующимъ образомъ. 

Когда однородныя координаты луча и плоскости связки 
становятся комплексными^ лучъ связки преобразуется въ лучъ 
пространства^ плоскость связки — въ щетку ^ уголъ между двумя 
лучами связки — въ комплексный уюлъ между лучами въ про- 
супрансшвгь^ а уголъ меоюд у плоскостями — въ комплексный уголъ 
между осями щетокъ. Методомъ раздвигангя теоремы геомет- 
рги связки преобразуется въ теоремы геометрги линейчатаго 
пространства. 

Къ этой теорем'Ь мы приходимъ также путемъ несколько 
другихъ соображен1й. 

Представимъ себ* связку, т. е. совокупность прямыхъ и 
плоскостей, проходящахъ черезъ некоторую точку, центра 
связки. Пусть а есть какой нибудь векторъ, им'Ьющ1й центръ 
связки своимъ началомъ. Этотъ векторъ, равво какъ и вс^Ь 
векторы аа, гдЬ а какое нибудь вещественное число оаред*- 
лятъ одинъ п тотъ л;е лучъ, на которомъ они всЬ лежатъ, 
и который мы назовемъ „лучъ а", или „прямая а", или 
„ось а". 

Бивекторъ а определить некоторую прямую въ простран- 
стве — ось бивектора а, которую мы будемъ называть „лучъ а", 
или „ось а", или „прямая а". ВсЬ бивекторы аа, гд* а есть 
какое угодно комплексное число им'Ьютъ общую ось и, сле- 
довательно, ВС* они опред^ляютъ одну и ту же прямую а. 

Пусть а и /3 два вектора связки. Если двумъ веществен- 
нымъ числамъ а и Ь будемъ давать вс^возможныя значешя, 
то совокупность лучей р = аа + Ь^ образуетъ пучекъ лучей. 
Все они лежатъ въ плоскости (а./?); прямая связки, перпен- 
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яикуляреая къ плоскости, т. е. лучъ Уа^ служитъ осью плос- 
кости. 

Если а и /? два бивектора то лучи р = аа -4- &/?, гд4 а и 
Ъ вак1е угодно комплексные числа образуютъ щетку [см. § 80], 
осью которой служитъ лучъ Уо^^ т. е. лин1я кратчайшаго 
разстоян1я между осями а и ^. 

Такймъ образомъ мы снова приходимъ къ тому заключе- 
Я1Ю, что методомъ перенесешя лучи связки преобразуются въ 
лучи пространства, а пучки прямыхъ и плоскости, въ кото- 
рыхъ они лежатъ, въ щетки. 

Щетка^ какъ видимъ^ должна быть аналогична по своимъ 
свойствамъ съ одной стороны съ пучкомъ лучей ^ а съ другой — 
съ плоскостью, Разсмотримъ сначала щетку, какъ геометри- 
ческую форму, аналогичную пучку. 

83. Геометргя щетки, ангармоническое отпошенге четырехъ 
лучей щетки, Представимъ себ-Ь безчисленное множество пуч- 
ковъ, наложенныхъ олинъ на другой таквмъ образомъ, что 
центры ихъ совпадаютъ; они составятъ тогда одинъ пучекъ. 
Отд'Ьлимъ эти пучки одинъ отъ другаго и раздвинемъ ихъ 
по направлен1ю перпендикулярному къ ихъ общей плоскости. 
Тогда мы получимъ щетку. Такймъ образомъ, щетку, если 
угодно, мы можемъ назвать раздвинутымъ пучкомъ. 

Съ однимъ изъ основыхъ понят1й геометр1и щетки, съ 
понят1емъ объ комплексномъ угл'Ь между двумя лучами щетки 
мы уже знакомы. Введемъ теперь другое основное понят1е, 
понят1е объ ангармоническомъ отноп1ен1и четырехъ лучей 
щетки 

Пусть мы им-Ьемъ четыре луча а/?,у,(5^ некоторой щетки. 
Припишемъ оси щетки определенное направленае и означимъ 
черезъ (ау), (У^), (асУ) и ((5)5) комплексные углы между лу- 
чами аи^к, /и/?, аи^, 6 и ^ относительно этого на- 
правлен1я. Комплекное число 

^ 8п'ау] . 8п(ад) .^-. 

^ 8п(уР) ' 8П{дР) ^ ^ 

^удемъ называть ангармоническимъ отношен1емъ лучей аф^у^д 
я означать черезъ {сфу8). Если условимся, кром* того, углы 
между осями а и у, ^1/ и /?, а и (У, (У и /? означить черезъ 
<а^к)о5 (/>^)о5 (^^)о> (^/^)о> точки перес'Ьчея1я лучей а,в,у,8 
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съ осью щетки черезъ А,В,С,В, то легко будетъ вид'Ьть, чга 
главною частью ангарыовическаго отношен!а {а^у&) будетг: 

9о кар, О), ^^^^^^^ . ^^^^^^^ , (1^^) 

а параметромъ 

Рд=1\а^у6) « [АСс1д{ау)-СВс1д{ув,)] 

-[АВс1д{а6)-ВВс1д{&^\] (103) 

Если мы проведемъ плоскость перпендикулярную къ оси 
щетки и спроэкцируемъ на нее лучи аф^у^8 то углы между 
проэкц1ями а и у, ^>^ и /?, а и ()^, (У и Д очевидно будутъ 

(^7)о? (/^)о> (^^')о? (^>^)о? следовательно, главная часть ангар- 
моЕическаго отношен1я лучей а.^^у^б бу]1,ет:ъ ангармоничес- 
кимъ отношешемъ соотвЬтствующихъ ихъ проэкщй на плос- 
кость перпендикулярную къ оси щетки. 

Въ частвомъ случае, когда лучи а,/5',г,(У будутъ парал- 
лельны, главною частью {аву^) будетъ: 

АС, АВ^ 

св' ив' 

т е. ангармоническое отношен1е {АВОВ) четырехъ точекъ Ау. 
В^С\В, а моментъ {а/8у^) будетъ неопред'Ьленнымъ. Въ томъ 
же случае, когда вс* лучи а./3^у,(^ лежатъ въ одной плос- 
кости перпендикулярной къ оси, мы получаемъ 

Гл>/?л^Д>\- ^^Мо . 8п{ад), 

и следовательно моментъ ангармоническаго отношен1я обра- 
щается въ нуль. 

Если намъ даны три луча а^^З^у и ангармоническое отно- 
шен 1е {а/ву&), то можно построить лучъ (У. Въ самомъ дЬлЬ 
Иоъ 'уравнен1й: (102) ^ {ссб")^-^ {6^)^^{а/в)^ мы можемъ опре- 
делить углы {а&)^ и (с5)5)о-, уравнен1е же (103) вместе съ 
АВ-^ВВ^^ АВ даетъ намъ АВу^ВВ. Величины АВ и (асУ)^ 
вполне определяюсь положен1е луча 6 
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Ангармоническое отпошен1е можетъ быть представлено 
въ другой весьма удобной форм-Ь. Означивъ черезъ т винтъ 
параметра нуль, которому осью служитъ ось щетки, им^емъ 
Гау^ТаТу8п{ау)т, 7уВ = ТуТ^т(уР)г\, Уад = ТаГсР 
Х8п{а^)г1, Уб^ -= ТбТ/38п{6^)г1 и следовательно 

Изъ этой формулы сл'Ьдуетъ прежде всего, что выраже- 
ше {Уау1УуВ): {Vа$|V6^3) не зависитъ отъ тензоровъ би- 
векторовъ а./в^у,^, а зависитъ только оть относительпаго по- 
ложен1я йхъ осей. Вовторыхъ, она даетъ намъ выражен1е 
ангармоническаго отношен1я черезъ косыя координаты бивек- 
торовъ а./3ууу6у отнесенныхъ къ какимъ нибудь двумъ коорди- 
натнымъ бивекторамъ (У и о, осп которыхъ принадлежатъ 
щетк4. 

Если осп трехъ бивекторовъ а, р и б принадлежатъ 
одной и той же щетк'Ь, то, какъ мы видели въ конц'Ь § 80, 
всегда можно подыскать такихъ два комплексныхъ числа а и 
&, что а = ар4-6гУ. Числа а и Ь будутъ косыми комплексными 
координатами бивектора а; мы можемъ считать ихъ такгке 
за однородный координаты луча а, ибо числа иа и иЪ, гд* 
и^и^+сэи^ будутъ координатами бивектора иа = иар ^^ иЬ(Т^ 
им'Ьющаго общую ось съ а. 

Пусть, теперь, однородвыя координаты лучей /8.у,3 Г)у- 
дуть соответственно а',й'; а\Ъ": а"^,Ъ"\ такъ что /5" = а' рч-Ь'гТ, 
у = а"р'{-Ь''б, 6^а"'р + Ъ'"о, Подставляя эти выражешя въ 
предъидущую формулу, получаемъ: 

/ п ,х^\ ^^" — Ьа' аЪ" — Ъа'" /1лс\ 

д = {а^уг) = ■^;^^,-, : ^,^,„_^,^,„ . (105) 

Если за координатные бивекторы примемъ бивекторы а 
и /? и если у=^аа + Ъ^в и б-^-а'а-^Ъ'/З^ то 

д^ (а^уб)^^: *^ . (106) 

Последняя формула даетъ намъ возможность доказать 
-следующхя теоремы: 
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Теорема I. Есла лучи а./3,у^д лежать на цилиндроидгь 
то ихъ ангармоническое ошношенге {а/3у&) есть число веще- 
ственное (моментъ (а/Зуд) равенъ нулю). 

Въ самомъ д'Ьл'Ь, если лучи аф^у,8 лежатъ на цилин- 
дроид4, то мы всегда можемъ предполагать параметры вин- 
товъ а,/3^у^6 такими, что эти винты принадлежатъ двучлен- 
ной групи* [см. главу П], и тогда, принявъ винты а и /5 
за основные винты, мы будемъ им-Ьтб ^;/ = аа4-&у5, (5^= а^ач-^уб', 
гд-Ь а,6, а',6' будутъ вещественными числами. Ангармоническое 
отношеше 5^ = (Ь/«)^ (Ь'/^') будетъ, следовательно, также числомъ 
вещественнымъ. 

Теорема П. Если ангармоническое отногиенге чешырехъ 
лучей аф^у,$ число вещественное^ то лучи а^В^у^'^ леаюатъ 
на одномъ цилиндроидгь. 

Изъ равенства д^^^ф/ау.ф'/а') им4емъ У^(Ьа1):{ад) и 

д-^^-{даа+Ьв) 
ад 

Гакъ какъ д есть число вещественное, то винты а^^аа^ /5'«= 
45, у=^а'-\-^' и (У' ^^^а'-Ьуб"' принадлежатъ двучленной групп Ь 
и оси ихъ лежатъ на цилиндроид'Ь. Но лучи а^В^у^у\ (У = 
(а'/ад)6'' совпадаютъ съ осями а\/5'^у\&\ и теорема такиыъ 
образомъ доказана. 

Такъ какъ услов1е: „^«-вещественному числу" равно- 
сильно услов1ю: „Р^'^' О", то на основан1и формулы (103) предъ 
идущ1я дв-Ь теоремы мы можемъ формулировать тавимъ обра- 
зомъ: 

Теорема III. Для того, чтобы четыре луча а./в,у^6 ле- 
жали на одномъ г^илиндроидгь необходимо и достаточно, чтобы 

АСад{ау)-СВс1д{ув\ « А Вс1д{а6),-ВВс1д{$^\. 

Мы видели, что когда намъ даны три луча С1.]в,у и 
ангармоническое отношен1е {а^у8), то лучъ 6 вполн* опре- 
д'Ьляется. Равенство 8^ -==- да! л- показываетъ намъ, что всЬ 
лучи б' (или §), отв'Ьчающ1е различнымъ значен1ямъ 

д=={авуд) -= вещественвому числу 
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лежать на одномъ и томъ же цилиндроид'Ь, который прохо- 
дитъ черезъ лучи а{д'^со),/3{д^0) иу{д^1). Такимъобра- 
зомъ мы им^Ьемъ теорему: 

Теорема IV. Черезъ три луча щетки, а./в,у^ всегда мож- 
но провести одинъ и только одинъ цилиндроидъ. От служится 
геометрическимъ мгьстомъ лучей (Г, для которыосъ ангармони- 
чесное отношенге {а^уб) = вещественному числу [Рд = Р^а/Зуб} 
= 0]. 

Представивъ бивекторъ б'^да'-^/З' въ вид'Ь сУ' = б7Д1-ь 
соРд)а' + в\ видимъ, что вс^ лучи 6 (или ^'), для которыхъ 
Рд ость одна и та же величина лелсатъ на цилиндроид-Ь опре- 
д'Ьлиемомъ винтами {\'^(оРд)а^ и у5' ; цилиндроидъ этотъ 
проходитъ черезъ лучи ат ^5. Итакъ, им-Ьемь следующую тео- 
рему: 

Теорема V. Геометрическое м)ьсто лучей о, для кото- 
рыхъ Рд==Р{а^у6)^ соп81.^ есть цилиндроидъ^ проходящгй 
черезъ лучи а и /?. 

Обратная теорема также справедлива: 

Таорема VI. Для всгьхъ лучей 6 одною и того же г^и- 
линдроида^ проходящаго черезъ лучи а и /в, Рд^Р{а/Зуд)у 
гди у есть какой нибудь лучъ щетки, есть величина постот- 
ная. 

Действительно, такъ какъ лучи 6' лежатъ на цилинд- 
роиде, проходящемъ черезъ а ^ ^, то мы можемъ предполо- 
жить параметры винтовъ а и /5 таковыми, что числа а' и V 
въ выраженш 8 черезъ а1А/3^ 6'=а'а-^Ъ'/в, буд у тъ веществен- 
ными и Ра' = 1&' = 0. Тогда становится очевиднымъ, что 

Рд = Д а/?/(У) = РЬ—Ра 

будетъ величиной постоянной для всЬхъ лучей 6\ 

Если мы проведемъ черезъ лучи а и /в цилиндроидъ,. 
для всЬхъ образующихъ б котораго Ру0^у$) есть одна п 
таже постоянная Рд^, то, пользуясь этимъ цилиндроиломъ, мы 
можемъ дать для Р{а/Зуб)^Рд весьма простое выражен1е. 
действительно, проведемъ черезъ лучъ 6 и ось щетки плос- 
кость, которая перес'Ьчетъ построенный цилиндроидъ по не- 
которому лучу 6^. Если В^ есть точка встречи луча с5^^ с\> 
осью щетки, то 

Рд,^АСс1д{ау)-СВс1д{уВ)-[АВ,с1д{а6)-В^Вс1д{6^\^^ 
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ибо {а6'Х = (а<^), и ((5/)-((^у5).. Вычитая Р./, иаъ В; (103), 
посл'Ь н4которыхъ преобразован1й, получаеыъ искомое выра- 
жение: 

Еслп примемъ Рд и Рг/^ ла постоянный, то это уравне- 
ние, связывающее разстоян1*е ВТ)^ съ углами (аб)^ и ((5)5)^ = 
(а/?Х — (л^5^^)о7 будетъ уравнсш'смъ цилиндроида, ироходящаго 
черезъ лучи а и /3. 

Четыре луча а./3,у,6 для которыхъ {а^у^)=^ — 1 назо- 
вемъ гармоническими лучами; лучи у и (Г— гармонично-сопря- 
женными съ лучами а и /3. Такъ какъ — 1 есть число веще- 
ственное, то изъ предъидущихъ теоремъ сл-Ьдуеть, что четыре 
гармоничесввхъ луча лежать на одпомъ цилиндроиде и что 
11роэкд1и пхъ на плоскость перпендикулярную къ оси будутъ 
гармоническими лучами пучка. Четыре луча а /5,^/ = аа 4- &/? 
и ^=аа—Ь/3 будутъ гармоническими лучами. 

Этимъ опред'Ьлешемъ мы и закончимъ геометрзю щетки, 
оставляя въ сторон'Ь изучен1е п'Ькоторыхъ интереспыхъ воп- 
росовъ этой геометр1и, какъ напр , изучен1е инволюдхи лучей 
щетки. 

84 Преобразованге теоремъ продктквно?} ггометрт связ- 
ки въ теоремы липейчатаю пространства, Нгькошорыя олре- 
д)ьленгя. Перейдемъ теперь къ разсмотр4н1Ю фигуръ и теоремъ, 
въ которыхъ щетка играетъ роль аналогичную плоскости 
связки. Разсмотримъ сначала наиболее простыя теоремы. 

I' Два луча аи ^ евлзки оуцус- I. Два луча аир простран- 

д^ьляють плоскость С«,Д>, черезъ ства опредгьляютъ щетку [«Д\ 

пихъ проходящую; осью плоскости черезъ пнтъ проходящую; осью 

служить лучъ Уар, гцетки слуоюг^пъ лучъ Уа^. 

II, Двгь плоскости съ осями II- Дв\ъ щетки съ осями а и ^ 
а и Р пересп>каются по прямой пвресгькаются по лучу Тар (имуь- 
(имгьютъ общую прямую) у полу- ютъ общгй лучъ), который слу- 
чу УаР. житъ лингей кратчайшаго раз- 

стоятя меэ/сду осями а и 1^, 

Эти сопоставлен1Я вм'Ьст'Ь с ь теоремой § 82 показываютъ 
намъ, что изъ теоремъ геометр1и связки, въ которыхъ идеть 

10 
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д'Ьло только о пересЬченхи плоскостей и о проведен1и плос- 
костей черезъ два луча, т. е. изъ теоремъ проэктивной гео- 
метр1и, мы получимъ новыя теоремы, если слово „плоскость" 
зам'Ьнимъ словомъ „щетка". 

Каждая такая теорема можетъ быть формулирована, какъ 
увидимъ въ сл'Ьдующихъ прим'Ьрахъ, въ другой форм'Ь, если 
мы будемъ щетку характеризовать ея осью и вмЬсто того, 
чтобы строить щетку, проходящую черезъ два луча, будемъ 
строить ось этой щетки — линхю кратчайшаго разстоянхя между 
лучами. Въ дальн^^йшемъ мы не будемъ всякхй разъ указы- 
вать изъ какой теоремы получается наша и будемъ каждую 
изъ теоремъ формулировать тольио въ одномъ вид'Ь, предостав- 
ляя читателю найти другую форму теоремы. 

Такъ какъ для теоремъ проэктивной геометр1и связки 
им4етъ м4сто принципъ двойственности, то понятно, что этотъ 
принцппъ долженъ им-бть м4сто и въ области т'Ьхъ теоремъ, въ 
которыя ов-Ь преобразуются методомъ перенесен1я, при чемъ, 
очевидно, элементомъ дуалистическимъ съ лучемъ будетъ щетка. 
Если же мы будемъ формулировать теоремы, характеризуя 
щетку ея осью, то дв-Ь теоремы, соотв'Ьтствующ1Я по прин- 
ципу двойственности, становятся тожественными. Въ этомъ 
можно убедиться, разсматривая нижеданныя примеры. 

Итакъ мы приходимъ къ такому результату: 

Замгьняя въ шеоремахъ проэктивной геомешрги связки 
слово у^плоскость^ словомъ „щетка^, мы преобразуемъ ихъ въ 
теоремы линейчатаго пространства, Въ об.гасти этихъ тео- 
ремъ имгьетъ мгьсто принципъ двойственности^ причемъ эле- 
ментомъ дуалистичнымъ лучу будетъ щетка. 

Треграннык уголъ состоящ1й изъ трехь лучей и трехъ, 
проходящихъ черезъ нихъ, плоскостей есть простейшая фи- 
гура геометр1и связки. Этой фигурЬ должна соответствовать 
фигура, состоящая изъ трехъ лучей а,/?, у пространства и 
трехъ, проходящихъ черезъ нихъ, щетокъ, осями которымъ 
служатъ оси У^у, Ууа, Уа/З, Эту фигуру мы назовемъ раз- 
двинутымъ треграннымъ угломъ. Лучъ а и щетку Т/5у, лучъД 
и щетку Ууа, лучъ у и щетку Уа/З будемъ называть проти- 
волежащими. Фигура вполне определяется тремя л у чамйа,/?, 7 
и тремя осями У/Зу, Ууо'^у ^^/^ч совокупность которыхъ 
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образуетъ косой шестпугольникь. Его стороны идуть въ та- 
комъ порядкЬ: лучъ о^ ось Та/?, лучъ /?, ось Т^у, лучъ у, 
ось Ууа\ углы его вс15 прямые. Такимъ образомъ: 

трегранный уголъ методомг перенесенгя преобразуется в?^ 
раздвинутый трегранный уголъ^ илп^ если будемъ характерна 
зовать гцетки ихъ осями ^ въ косой шестиугольникъ есть углы 
котораго прямые. 

Четыреребернпку будетъ соответствовать фигура, состоя- 
щая изъ четырехъ лучей аф.у^8^ и шести, проходящихъ че- 
резъ нихъ, щетокъ съ осями Та/5, Т/?У, Уу^^ ТсГа, Та/, Т/?сУ, 
фигура, которую будемъ называть раздвиаутымъчетыреребер- 
никомь. Четырегранникъ преобразуется въ фигуру, которая 
состоитъ изъ четырехъ щетокъ съ осями а./5.у,гУ и шести 

лучей Уа/^^ У/^у^ Уу^ч Т^^<^> У^У^ У/^^^^ по которымъ эти 
щетки пересЬкаются. Эгу фигуру назовемъ раздвинутымъ 
четырегранникомъ. Если щетки будемъ характеризовать ихъ 
осями, то, очевидно, четыреребернпку и четыреграннику будетъ 
соответствовать одна и таже фигура изъ 10 прямыхъ, изъ 
Еоторыхъ шесть служатъ лин1ями кратчайшихъ 'разстоян1Й 
между остальными четырьмя. 

85. Обобщенге теоремъ Везагдгсеза, Чтобы пояснить 
общ1я разсужден1я предъидущаго параграфа, остановимся по- 
дробнее на теоремахъ, которыя получаются методомъ проэк- 
цирован1я изъ теоремъ Везагдгсез'а. Въ л^вой колонне мы 
приводимъ дв^ теоремы, соотв'Ьтствующ1я одна другой по прин- 
ципу двойственности, а въ правой, теоремы, въ которыя они 
преобразуются методомъ перенесентя. 

/. 11^слн два, отнесенныхъ одииъ 1» Если два, отнесенныхь одннъ 

къ другому, 7прегранныхъ угла рас- къдру гому, раздвину тыхът2:^сгран' 

положены такимъ образомъ, что иыхь угла расположены такимъ 

соотвгьтсшвуюгцгя ихырани пере- образомъ, у то соотвтьтствуюгцгл 

аъкаются по прямымъ, которыя щетки персоькаются по прямымъ, 

есть лежа тъ въ одной илоскости, то которыя есть лежать на однойщет- 

п;юскостн, проходягцгя черезъ со- К7ъ, то щетки, проходягцгя черезъ 

07пв)ьтствуюгцгя ребра, есть прохо- соотвшпствуюгцгя х^бра, есть про- 

ядтъ черезъ одну и ту же прямую, ходятъчерезъодну иту жепрямую* 
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II. Если два, отнссеннытъодииъ II. Если два, отиесеииыхъодинЪ' 

кь другол%у, трегранньгхъ т/гла связ- кь другому, раздвину шыхь трегран- 

кн расположены такимъ образомъ, ныхь угла расположены такимь об- 

что плоскости, проходящгя черезь разомъ, что щетки, проходящая че- 

соошвгьтствующгя ребра есть про- резь соотвп>тствующгя ребра ваь 

ходятъ черезь одну прямую, то проходять черезь одну прямую, 

лииптерссгьченгясоотв^ьтствую- гпо линш переаьчешя соотвуьт- 

тихь граней воъ лежать вь одной ствуюгцихь гцстокь вС1ъ лежать 

плоскости, на одной щетк1ь. 

Ребра и оси щетоггь перваго треграпеаго угла образуют ь 
шсстиугольникъ съ прямыми углами а^Уа^.^в^У/ву^у^Уу^а^ а 
ребра и оси щетокъ втораго — шестиугольникъ а1,Уо!^\0 ^У0 у\ 
у\Уу'а'. Оси щетоиъ, проходя щихъ черезь соотвЬтствующ^я рео- 
ра, суть лин1и кратчайшихъ разстоян1й между аи а\/3 И/5', у и 
у', лучиже, покоторымъ пересккаются соотв^тствушипя щетки — 
ЛИП1И кратчайшихъ разстояшй между осями Уа/3 и Уа'/З'^ 
У/3 у и У^'у\ Ууа и Уу'(х\ а потому теорема II можетъ 
быть формулирована сл'Ьдующпмъ образомъ: 

Ест мы имгьемъ два косых?» шестиугольника а^Уа^/З./З, 
У^у,у, Ууа и а\Уа^^\/3\ У/3'у\у\ Уу'а'. которые располо- 
жены такимъ образомъ, что лита кратчайшихъ разстояпш 
между соотвгьтствуюил,ими сторонами а ^\о!,^иВ\ у гс у' при- 
надлежать одной щетюь, то и линги кратчайшихъ разсшол- 
нгй между осями Уа/3 и Уо!13\ У/Зу и У/3'у\ Ууа и Уу'а 
также принадлежать одной щеткп>, 

Подобнымъ же образомъ можетъ бытг. формулирог^апа 
теорема I, п мы видимъ на этихъ прим'Ьрахъ, что дв\Ь 
теоремы, отв-Ьчающтя одна другой по принципу двойственности, 
становятся тожественными, если мы будомъ щртку характери- 
;зовать ея осью. Чтобы доказать теоремы I и 11 достаточно 
доказать теорему II въ томъ вид*, какъ только что мы ее 
формулировали. 

По предположен1*ю существуетъ прямая, которая перес+>- 
каетъ подъ прямымъ угломъ лшаи кратчайшихъ разстоян1й 
между а и а', /? и у5', у и у'\ означимъ черезъ сУ бивекторъ, 
им'Ьющ1й эту прямую своею осью. Тогда, такъ какъ оси а.а! 
и 6 принадлежатъ одной и той же ш,етк*, существуетъ такихъ 
два комплексныхъ числа а и с?, что а' = аан-ЛТ; подобнымъ 
Лхе образим]> /3^ =^а'в-\-с1'д и у' =^а^'/3 + Л'6\ Зам'Ьчая, что ^^ 
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и 8'{й'с1)^ у и у{(11с^) опред'Ьляютъ соотв'Ьтственпо одни и 
тЬ же лучи, иы можомъ за/?'и^)^' принять бивекторы /6" (г/ ^б^') 
и у{й!А^'). такъ что будемъ им^ть а'-=аа + с1&^ /?' = />/? -ь с?(У 
у'^су^(15 Лпн1ямв[ кратчайшаго разстояохя между соотвЬт- 
стпующими осями Уи/З и Уа^' и т. д. будутъ служить лучи 
7[Уа/ЗУа:д). Т(Г/?/ Г/?'/), У{УуаУу'а'). Лишями крат- 
чайшихъ разстоян1'й между этими иосл1»дн11ми служатъ осп 
У(У{Уа/3 7о'/3') У[У/ву У/З'у')) и т. д.; эти то оси на оснопа- 
ши теоремы и должны совпадать. Чтобы это доказать мы 
Бычисляемъ ИХ7,, пользуясь выражешями для а\/3\у\ Прежде 
всего мы находимъ Уа!^' = аЬУа^З-\-аАУа6 -^йЬУб/З^ У/3'у' = 
ЫУ/Зу + ЬЛУ/Зб-^-йсУбу и Ууа'^саУуа + сйУуб-{-ааУ(\а, 
Дал'Ье, пользуясь формулой ( 73 ) § 77, находимъ 

о^ = 7. У а/3. Уа'/З' = с18а^<^{—аа ч- ЬД), 
р^ = У У/3 у. Ув'у' = а.8/Зу6(—Ь^ + су), 
рз = V* У у а. У у' а' = с?5^^а^(— -су + аа), 

и накопецъ 

7р,Оз = с1'8^уб.8уаб. б, 
ТОзО, ^а^8уаб.8а^6\ б, 
Уп^о^^а'8ав6.8/ЗуА\ б, 

гд-Ь б-=ЬсУ/Зу + саУуа-\-аЬУа/3, откуда и слЬдуетъ, что три 
оси Т^р^Рз, Т^РзР^, у^^^^ совпадаютъ, ибо бивекторы Уо^о^^ 
УрзР!, Т^р1р2 получаются отъ умножен1я одного и того же 
бивектора б на различныя комплексныя числа. 

Отм'Ьтимъ одно сл'^.дств1е, вытекающее изъ предъидущихъ 
теоремъ и аналогичное известному свойству двухъ, отнесен- 
ныхъ одинъ къ другому, четыререберниковъ. 

Если мы имтемъ два раздвинушыхъ четыререберника съ 
ребрами аМ.у^б и а\/3\у\&, которые расположены такимъ 
образомъ, что пять соотвгьшствуюгцихъ щетокъ (а./?) и {а'/З'), 

(/Зу) и Г^'/), (/,^) ^ {у\^\ (^;«) «^ (^".«'). («./) ^ (а^/) 
перестькаюшся по лучамъ, принадлежащимъ къ одной и той же 

щеткгь, то къ той же щешкгь пргтадлежитъ и лучъ пере- 

^^ьченгя шестой пары соотвгьтствующихъ щетокъ (/?,(У) и(/3',6'). 
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Предоставляемъ читателю самому найти какой впдъ при- 
меть эта теорема, если щетку будемъ характеризовать ея осью. 

86- Построенге по тремъ даннымъ лучамъ щетки чет- 
вертаго гармоничнаго съ ними. 

Теорема. Если черезъ два луча а и ^ по которымъ пере- 
стькаюшся двгь па2)ы противоположныхъ щешокъ {б^б^) и {б^р^)^ 
((У, ,6],) и (б^б^) раздвинутаю четыреребериика съ ребрами 
6^,6^.6^,6^ проведемъ щетку (а./?), то два луча уиб пере- 
сгьченгя этой последней съ двумя остальными щетками четы- 
реребериика (6^, 6*3 ) и {6^^, 6^ будутъ гармонично-сопряжен^ 
ными лучами съ а и ^. 

Въ самомъ д'Ьл'Ь, пусть р^, р^, ^з? Р*» ?5 5 Ре ^У'^ь осп ще- 
токъ (б;,(У2), ((Г,,(?,),((?зА)Л^4А)? (^1^) и (о; ,(У^ четырере- 
берника. 

Построивъ сначала прямыя а=Т^р^Рд и /?= Ур^р^ пере- 
С'Ьчен1я щетокъ {6^,6^) и {б^'^б^), {6^,0^) и {6^,6^) и означивъ 
черезъ г ось щетки {(х..^), строимъ загЬмъ луча у=>Уео^ и 
(5^=7^ер^, по которымъ щетка (а.уб") пересекается со щетками 
{6^,6^) и {6^,6^). Пользуясь формулой (71) и условтями 5га = 
8е^3 = 0, получаемъ: 

Уау гб^ар, , Гу^ = еВ^р, , 

^^'^/^^ ГуР' 7др 8^0,- 5рд,' 

Но а = Гр.рз = Г.Гб.б,. Уб,б, = 6,86,6,0,-6,86^6^6,, 
следовательно Я^ар^ = 8а Уб^ 6^ = 86,6^ ^з'^^г ^г^з • 

Подобнымъ же образомъ 8/3 о ^ = — 8б^ ^2^ъ^^г^^^1 )^^9ъ '^ 
— 86^6,6,36,6.^6,, 8^р^=- 86^6^0,86,^6,0,, 

и 

{а/ву6)^-1, 

что и требовалось доказать. 
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Предъидущая тоорсма даетъ намъ возможность по тремъ 
даннымъ лучамъ аф^у щетки построить лучъ & гармонично- 
сопряженный съ у относительно а и /?. Нужно только по- 
строить четыререберникъ (б'^,(72,б'з,0'^ такъ, чтобы дв-Ь протк- 
воположныя щетки (^, ,(5'2) и ((Гз,(У,) проходили бы черезъ лучъ 
а, двЬ противулежащ1'я щетки ((Т^б'з) и ((У^б'^ черезъ лучъ у5, и 
наконецъ щетка (СГ^б'з) черезъ у\ тогда пересЬчен1е щетки, 
къ которой принадлежатъ лучи а./5,^)^ со щеткой (б'2^^ и даетъ 
намъ искомый лучъ (5". 

Лучъ 8 гармонично-сопряженный съ а и/5 относительно 
у лежитъ на цилиндроид'Ь, опред'Ьляемомъ лучами а/З^у. 
Такимъ образомъ предъидущее построен1е даетъ намъ средство 
по тремъ образующимъ цилиндроида построить четвертую. 
Подобнымъ же образомъ построимъ пятую оГфазующую е 
гармонично-сопряженную съ /? относительно у и 6. Зат'Ьмъ 
построимъ шестую, седьмую и вообще какое угодно число 
образующихъ цилиндроида. 

Итакъ, ум-Ья строить прямую лин1ю, прямой уголъ и 
лишю кратчайшаго разстоян1я между двумя прямыми, можемъ 
построить цилиндроидъ, который проходитъ черезъ три про- 
извольно выбранныхъ луча щетки. 

87. Проэкшивныя и перспективныя щетки, Дв'Ь щетки 
будемъ называть проэктивными, если он-Ь отнесены одна къ 
другой такимъ образомъ. что ангармоническое отношенхе че- 
тырехъ, произвольно взятыхъ, элементовъ одной равняется ан- 
гармоническому отношен1Ю соотв'Ьтствующихъ четырехъ эле- 
ментовъ другой. 

Изъ этого опред'Ьлен1я сл4дуетъ. 

I. Если въ двухъ щеткахъ р==аа-»-й/? и о' = аа' -ь б/^*^ 
будемъ считать соответствующими лучи р и р', определяемые 
одной парой чиселъ а и &, то щетки р и р' будутъ проэк- 
тивньт, потому что ангармоническое отношен1е какихъ либо 
четырехъ лучей 

лервой щетки, 

О О о„о^ = -^ — -^-^ : -V — г—^ (108) 

'^^^^^2-^' аА—Ка, а,Ъ,—Ь,а, ^ ^ 
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будетъ рагшяться ангармоническому от110шси!ю соотиЬтствую- 
щихъ лучей 

второй (см. § 83). 

П. Такъ какъ по даннымъ тремъ лучамъ щетки, р.^р^.о^ 
и ангармоническому отпошен110 ихъ къ четвертому лучу р^, 
(р^с^р^р^, лучъ р^ можетъ быть построепъ (см. § 83), то 
три пары соотв'Ьтствующихъ элементовъ ваолн15 оаред'Ьляютъ 
проэктивную зависимость двухъ щетокъ. 

III. ДвЬ щетки, ироэктивныя третьей, проэктивны между 
собой. 

IV. ТТараллельпымъ лучамъ одной и?,ъ нроэктивныхъ ще- 
токъ соотв'Ьтстиуютъ параллельные лучи другой. 

V. Лучамъ первой щетки, которые служатъ образую- 
щими какого либо цилиндроида, во второй щетк'Ь будутъ со- 
ответствовать лучи , которые также лежать на одномъ п 
томъ же цилиндроиде, такъ что каждому цилиндроиду первой 
щетки будетъ соответствовать дилиндроидъ второй щетки. 
Четыремъ гармопическимъ лучамъ первой щетки будутъ со- 
отвЬтгтвовать четыре гармоническихъ луча второй. 

Теорема I. Анграмоническое отногиенге четырехъ лучей 
щетки равняется ангармоническому отпошепгю четырехъ ли- 
ши крашчайшаго разсшоянгя между этими лучами и произ- 
вольно взятымъ лучемъ пространства, 

Въ самомъ дел'Ь ангармоничесшя отноп1ен1Я лучей 

и лин1й кратчайшпхъ разстояп1й между ними и осью е, ли- 
Б1'й, которыя служатъ осями для бивекторовъ У;р^е = а^а' -ь&,Д', 
То, е = «^ а' -ь ^2/^' , Трзг = ^за'-4-/>,/?', Ур^е = а^оС -\-Ъ^/^\ гд* 
а^^Уол и /З'^У/Зе^ определяются одной и той л;е формулой 
(108). 

Отсюда сл4дуетъ: 

I. Строя ЛИН1И кратчайшпхъ разстоян1Й между осью с 
и лучами щетки р, мы получимъ щетку о' съ осью г, кото- 
рая будетъ проэктивна щекте р, если соответствующими 
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лучами щетокъ р и о' будомъ считать лучи, иерес^каюгщеся 
иодъ прамыыъ угломъ. Дв4 проэктивныя щетки, отнесенный 
одна къ другой такимъ образомъ, что соотв-Ьтствующхе лучи 
ихъ пересекаются подъ прямымъ угломъ назовемъ разно- 
именно - перспективными. 

II. Дв* проэктивныя щетки будутъ разноименно - пер- 
спективны, если три пары соотв'Ьтствующихъ лучей будутъ 
пересекаться подъ прямыми углами. (См. сл'Ьдств1е II основ- 
ваго определения). 

Две щетки р и р', изъ которыхъ каждая разноименно- 
перспективна съ одной и той же щеткой (?, будемъ называть 
одноименно- перспективными. Соответствующ1е лучи щетокъ 
р и р' пересёкаютъ одинъ к тотъ же лучъ щетки (У, который 
будетъ лишей кратчайшаго разстоян1я между ними. Итакъ, 
линги кратчайшаго разстояшя между соошв?ыпствующими 
лучами двухъ одноименнО'Перспекшивныхъ щетокъ образуютъ 
щетку. 

Две одноименно- перспективныхъ щетки имеютъ одинъ 
соедяненвый элементъ— лучъ, по которому оне пересекаются. 

Теорема П. Если деть проэктиапыя щетки р и ^' имгь- 
ютъ соединенный общгй лучъ^ то онгь одноименно-перспекУпивны. 

Въ самомъ деле, пусть а, лучъ пересеченхя щетокъ 
р и р', есть соединенный лучъ и пусть лучамъ /? и ^/ щет- 
ки р гоответствуютъ лучи /З'' и у' щетки р'. Построимъ 
лучи У/З/З' и Ууу' и проведемъ черезъ пихъ щетку б. Оз- 
начая черезъ г лучъ щетки б", пересекающ1й а подъ прямымъ 
угломъ, отнесемъ щетки о я о' къ б такъ, чтобы лучамъ 
г, У/3/3\Ууу щетки б соответствовали въ щетке р лучи а,^.у, 
а въ щетк'Ё р' — лучи о!ф\у. Такъ какъ лучи а,/?,^/ и а',^',^/' 
пересёкаютъ подъ прямымъ угломъ соответственно лучи 
е.у^/3\Ууу\ то щетка б будетъ разноименно- перспективна 
какъ со щеткой р, такъ и со щеткой р' (следствхе II, тео- 
рема I), а следовательно щетки р и р' будутъ одноименно- 
перспективны. 

Изъ этой теоремы и определен1я одноименно- перспек- 
тивныхъ щетокъ следуетъ: 

Если деть проэктивныя щетки имгьютъ соединенный эле- 
ментъ^ то линги кратчагшиогъ разстоянгй между соотвгьт- 
сшвующими лучами образуютъ щетку. 
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88. Коигруэнцгя^ аналогичная конусу втораго порядка. 
Когда дв-Ь проэктивныя щетки о и р' соединенваго элемента 
не им^ютъ, то ЛИН1И кратчайшаго разстоян1я между соотв-Ьт- 
ствующими лучами образуютъ форму бол'Ье сложную нежели 
щетка. Эта совокупность представляетъ конгруэнщю, потому- 
что каждому лучу а щетки о соотв-Ьтствуеть одинъ вполн^Ь 
определенный лучъ а' щетки о' и вполн* определенная лин1я 
кратчайшаго разстоян1я между а и а'; положенте же луча а 
щетки о зависитъ отъ двухъ параметровъ. Конгруэнцхя эта 
обладаетъ интересными свойствами. Перечислимъ некоторые 
изъ нихъ, причемъ не будетъ останавливаться па подробномъ 
ихъ изучеп1и и доказательстве. 

Всякая щетка пересекается съ конгруэнщей, вообще го- 
воря, по двумъ лучамъ. 

Все лучи конгруэнц1и параллельны образующимъ конуса 
втораго порядка. 

Лучп безконечно близк1е къ какому нибудь лучу б кон- 
груэнщи образуютъ щетку, которую можно назвать щеткой 
касательной къ конгруэнц1и вдоль луча б. 

Совокупность осей касательныхъ щетокъ образуетъ кон- 
груэнц1ю такого же типа. 

Далее, мы можемъ провести полную аналог1Ю между 
свойствами конуса втораго порядка и свойствами конгруэнцти. 
При этомъ образующимъ конуса будутъ соответствовать лучи 
конгруэнц1и, плоскостямъ, касательнымъ къ конусу, — щетки 
касательныя къ конгруэнщи. Укажемъ некоторыя изъ этихъ 
свойствъ. 

Пять лучей вполне определяютъ конгруэнфю. По пяти 
лучамъ конгруэнщя можетъ быть построена аналогично тому, 
какъ по пяти образующимъ строится конусъ втораго порядка. 

Теореме Паскаля будетъ соответствовать следующая: 

Если мы возьмемъ шесть лучей конгруэнщи въ какомь 
нибудь опредгьленномъ порядкгь, б^^б^^б^^б^^О^^б^^ затгьмь по- 
строишь линш кратчайшихъ разстоянгй: т^ между б^иб^^т^ 
между б^ и б^^.., и т^ между 0^ ^ ^, , ^о лиши кратчай- 
шихъ разсшоянгй между противожжагс^ими лучами: т^ "^^^т 
т^ и :г^,, 7"з и т^ будутъ пересгькашь подо прнмымъ угломъ^ 
одну и ту же прямую. 
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Изъ этой теоремы вытекаетъ рядъ интересныхъ слЬд- 
СТВ1Й. Не останавливаясь на т'Ьхъ, который вполне анало- 
гичны со следствиями изъ теоремы Паскаля, мы отм^тимь 
зд-Ьсь следующее. 

Представимъ себ^ какую нибудь линхю (з) въ простран- 
ств-Ь. Лучи конгруэнщи, иересЬкаюице лкн1ю, образуютъ^ 
очевидно, некоторую линейчатую поверхность (5). Такъ какъ 
въ предъидущей теорем-Ь лучи б^^б^р^^б^^б.^р^ могутъ быть 
какими угодно лучами конгруэнщи, то мы можемъ принять 
за нихъ как1я либо шесть образующихъ поверхности (5). 

Итакъ, если мы возьмемъ как1я либо шесть образую- 
щихъ б'^,...б'д поверхности (5), то эти образующая обладаютъ 
свойствомъ, которое выражается предъидущей теоремой. 

Всл'Ьдств1е неопределенности кривой (8) поверхностей (5), 
обладающихь этимъ свойствомъ сущоствуетъ бсзчисленное мно- 
жество. Можно показать, что къ числу ихъ принадлежать 
н-Ькоторая алгебраическая поверхность шестаго порядка (та- 
кая поверхность получится, если будемъ строить лин1и крат- 
чайшихъ разстоян1й между соответствующими лучами двухъ 
проэктивныхъ цилиндроидовъ) а также поверхности втораго 
порядка причемъ лучи С^у.-.б*^ должны быть образующими од- 
ного и того же рода. 

Роль аналогичную циклическимъ плоскостямъ конуса игра- 
ютъ две щетки, которыя мы можемъ назвать циклическими 
щетками. Отм^тимъ здесь следующ1Я свойства циклическихъ 
щетокъ. 

I. По тремъ даннымъ лучамъ конгруэнц1и, не принадле- 
жащимъ одной щетке, и данной циклической щетке можно 
построить конгруэнщю. 

П. Если проведемъ какую нибудь щетку и определимъ 
лучи о' и ^'''; б' и О"', по которымъ она пересекается съ 
двумя циклическими щетками и съ конгруэнщей соответ- 
ственно, ' то комплексный уголъ между б" и о' будетъ рав- 
няться комплексному углу между б"' и о". 

П1. Проведемъ черезъ каше нибудь три луча конгруэн- 
щи б^,(Г',б'" две щетки (б',б'*') и (б",^") и опредЬлимъ пере- 
сечешя р' и о" ихъ съ одной уъъ циклическихъ щетокъ. 
Если мы, не изменяя лучей б' и б", будемъ двигать лучъ б"" 
такъ, чтобы опъ всегда принадлежалъ конгруэнщи, то лучи 
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р' и ^" такъ оудутъ перемещаться по циклической щетк*, 
что комплексный уголъ между о' и ^" будетъ оставаться 
постояннымъ. ^ 

Эти свойства являются результатомъ прило;кен1я не толь- 
до теоремы § 84, но и теоремы § 82, ибо въ нихъ идетъ д'Ьло 
о комплексныхъ углахъ. Мы привели пхъ зд^сь для того, 
чтобы показать, что свойствами конгруэпц1и мы можемъ вос- 
пользоваться для доказательства закона ассоц1ативности ум- 
ножешя верзоровъ-бйкватерн10новъ, подобно тому, какъ На- 
т11<;оп (Е1етеп18, §§ 269 и 270) пользуется аналогичными 
свойствами конуса втораго порядка для доказательства закона 
ассощативпостп умножен1я верзоровь-кватер10новъ. 

Теоремами этого параграфа мы закончимъ приложен1я об- 
щей теоремы § 84. Мы думаемъ, что достаточно выяснили 
характеръ т^хъ теоремъ, въ которыя преобразуются методомъ 
иеренеген1я теоремы проэктивной геометр1и связки, а потому 
мы не будемъ входить въ дальн'Ьйш1я подробности относи- 
тельно того преобразоваи1я линей чатаго пространства, къ ко- 
торому приводятъ насъ предъиду1Ц1я изсл'Ьдован1я и которое 
соотвЬтствЗ'етъ линейному преобразован! ю однородныхъ комп- 
лексныхъ коордиватъ прямой; къ этому преобразован1ю мы 
предполагаемъ еще вернуться впосл4дств1и. 

89. Прямолинейное, плоское и сферическое многообразия 
бивекторовъ. Разсмотримъ теперь въ как1*я многообраз1я бивек- 
торовъ преобразуются прямая и плоскость, не проходящ1я 
черезъ начало коордппатъ, и сфера съ центромъ въ начал'Ь 
Еоординатъ. 

Прямая лин1я определяется уравнешями: 

;г = ач-а'^, г/ = &-ь&7, ^==с-ьЛ, (109) 

въ которыхъ а,6,с суть координаты какой нибудь точки пря- 
мой, а\Ъ\с^ проекц1и вектора, параллельнаго прямой, и Ь пере- 
м'Ьнный параметръ. Если означимъ черезъ а векторъ 
аг-^Ъ]-\-ск, черезъ /5 — векторъ а'г-ьЬ[у -\-с^к и черезъ о — век- 
торъ хг-^-у^+^к, въ конц-Ь котораго находится переменная 
точка прямой, то всЬ три уравнетпя мы можемъ соединить 
въ одно: 

о^а+/31. (НО) 
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Если числа а^Ъ^с^а\Ъ\с\1^х^у,2 сделаются комплскспымгГу 
то уравнения (109) или эквивалентное имъ ур. (ПО) опред*- 
лятъ некоторое — прямолинейное — мпогообраз1е; мы получи.мъ 
вс'Ь его бивекторы, если комплексному числу I будетъ давать 
вс'Ьвозможныя значен1Я. Когда Р^. и Р/3 конечны и оси ап/? 
не параллельны, то винты, определяемые бивекторами много- 
образ1я образуютъ по нашей терминолопи трехчленную дву- 
осную группу, а потому доказательство нЬкоторыхъ изъ 
свойствъ многообраз1я, которыя мы сейчасъ перечислимъ, мы 
дадимъ въ следующей глав'Ь, посященной теор1и группъ. 

I. Оси бивскторовъ о образуютъ щетку (о), при чемъ 
каждый лучъ щетки служитъ осью одного и только одного 
бивектора. Исключенхе составляетъ только ось ^, служащая 
осью безчислепнаго множества бивекторовъ, у которыхъ глав- 
ные векторы безконечно велики, а параметры им4ютъ вс'Ь- 
возможныя знечен1я. 

II. Бивекторы, оги которыхъ параллельны оси /?, им-Ьють 
безконечно большой параметръ и безконечно большой главний 
векторъ. 

III. Оси бивекторовъ съ однимъ и т4мъ же параметромъ 
образуютъ гиперболическ1й параболоидъ, у котораго произво- 
дащ1я одного рода принадлежатъ щетк^ (о), а другаго — 
щетк'Ь съ осью /3. ВсЬ параболоиды проходятъ черезъ ось 
/? и ось щетки (о). Для н'Ькотораго параметра параболоидъ 
распадается на дв-Ь плоскости: одна перпендикулярна осп /?, 
а другая проходитъ черезъ эту ось. 

IV. Если за точку приведен1я для каждаго бивектора 
возьмемъ точку пересЬчен1я его оси съ осью щетки, то концы 
главныхъ векторовъ будутъ лежать въ плоскости параллель- 
ной осямъ /? и щетки (о). 

Плоскость определяется пли тремя уравнен1ямп: 

x^а + а'и+а*V 

у^Ъ + Уи + Ь'"V (111) 

въ которыхъ а,&,с суть координаты какой нпбудь точки пло- 
скости, о! ^Ь'с^\ а!\Ь'\с" проэкц1п двухъ векторовъ параллель- 
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ныхъ плоскости, а г^ и г? переменные параметры, уравнен1ями, 
которыя мы можемъ соединить въ одно 

^ = а-{-^и-\-уV^ (112) 

положивъ о = Х1 + у^ ч- ^А', а^аг + Ь] + сА", В = а' г + Ъ'^ + с'к, 
у = а"г + Ь''] + с"к^ или" лее однпмъ уравнен1ямъ вида: 

Ах + Ву-гС2-\-1)=^^. (113) 

Когда а^Ъ^с^ ... Л^В^С^В^х^у^з становятся комплексными, 
ур. (112) или эквивалентныя ему ур. (1 11) опред'Ьлятъ неко- 
торое многообраз1е бивекторовъ — плоское многообразие. Изъ 
ур. (113) прямо видно, что многообраз1е есть совокупность 
бивекторовъ, которые проэктируются на ось [А^В.С) однимъ 
и т'Ьмъ же бивекторомъ съ тензоромг: 

_ В 

Тоже ридно и изъ ур. (112), ибо умножпвъ его на Т^/, 
получимъ ур.: 

50 у^у = 8а/3у, 

которое показываетъ, что проэкщи вс4хъ бивекторовъ р на 
ось У^у одинаковы. Припомпивъ свойства проэкц1и бивек- 
тора на ось [см. § 63] легко видеть, что проэкц1и главныхъ 
векторовъ бивекторовъ многообраз1я на направлен1е V^3у бу- 
дутъ одинаковы и что оси бивекторовъ одного и того л^е 
параметра будутъ лучами конгруэнщи двухъ липейныхъ ком- 
плексовъ. 

Сфера рад1уса В съ центромъ въ начале координатъ 
им'Ьетъ своимъ уравнен1емъ 

х' + у' + з'=^В\ 

Если В сделается комплекгнымъ, то координаты всякаго 
бивектора, тензоръ котораго есть В==В^ -\-сэВ^^ будутъ удовле- 
творять этому уравнению. Такимъ образомъ, методомъ пере- 
несешя сфера преобразуются въ многообраз1е бивекторовъ, у 
которыхъ тензоры одинаковы, а осями могутъ служить всЬ- 
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возможныя прамыя пространства. Въ частномъ случае, когда 
Л^1, бивекторы многообраз1я обратятся въ винты параметра 
нулг. Но винтъ параметра нуль вполне определяется его 
осью и ея направлен1емъ. Поэтому, если прямую, которой 
мы приписываемъ определенное направлен1е, назовемъ осью, 
а совокупность всЬхъ осей — осевымъ пространствомъ, то бу- 
демъ им-Ьемь такую теорему: 

Методомъ перенесенгя сфера преобразуется въ осевое 
пространство; геометргя сферы въ геометргю осеваго про- 
<^транства, 

Зам4тимъ, что между линей чатымъ пространствомъ, въ 
которое, какъ было показано, преобразуется связка, когда мы 
будемъ числа х^у^г считать комплексными однородными коорди- 
натами луча, и осевымъ пространствомъ, въ которое преобра- 
зуется сфера рад1уса единица, существуетъ некоторое разли- 
чав. Въ линейчатомъ пространстве каждая прямая служитъ 
однимъ отдельнымъ элементомъ пространства. Въ осевомъ же 
пространстве каждая прямая несешь два элемента^ отвечаю- 
щ\е двумъ направлен1ямъ, которыя можно ириписать этой 
прямой. 

Изъ нашихъ изследован1й въ § 82 легко будетъ видеть, 
что большому кругу сферы будетъ отвечать оси принадле- 
жащ1я одной и той же щетке; длине дуги, соединяющей две 
точки сферы, — комплексный уголъ между осями, сфери- 
ческому углу — комплексный уголъ между осями щетокъ. Сфе- 
рическому треугольнику будетъ соответствовать совокупность 
трехъ осей и трехъ, проходящихъ черезъ нихъ, щетокъ, или, 
если будемъ щетки характеризовать ихъ осями, совокупность 
шести осей, которыя, пересекаясь между собой, образуютъ 
шестиугольникъ съ прямыми углами. Между частями такого 
шестиугольника должны существовать соотношен1я аналогич- 
ныя формуламъ сферической тригонометр1и. 

90. Лреобразованге геометрги сферическаго треугольника 
въ геометрт косаго шестиугольника съ прямыми углами, Въ 
самомъ деле означимъ черезъ а = а^ + а)а, , Ъ=-Ь^-\-соЬ^^ 
с^с^-^сэс^^ комплексные углы между тремя осями а./? и у 
и черезъ А==А^-^соА^, В = В^'\-сэВ^^ 0^=0^ -\- оС, комплек- 
сные углы между осями Ууа и Уа/З^ Уа/З и У/Зу^ УДу и Ууа. 
Углы а,Ъ,с будутъ соответствовать сторонамъ сферическаго 
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треугольника, а углы А^В^С — угламъ треугольника, или, 
точнее, сгоронамъ полярнаго треугольника. Такъ какъ 
Та^Т^'-Ту^!, то 

8/3 у = — С5а, 8ув « — С8Ъ, 8а/3 --= — С8с , 
ТУ/Зу^ зт.ТУуа^ 8пЬ,ТУа/3== зпс, 

и потому формула (74): ВУуаУа^З = — 8уа 8а/в -^а'8/Зу 
приметъ видъ 

сза = сзЬ сзс - зпЬ зпс сзА . 

Изъ этой формулы аналогичной основной формул* сфе- 
рической тригонометргн, понятно, могутъ быть выведены и 
друг1я формулы аналогичный формуламъ тригонометр1и. 

Развернувъ ее, им'Ьемъ 

сза^ =€зЬ^сзс^ —зпЬ^зпс^сзА^^ 
Ъ^8па^=Ь^ {зпЪ^сзс^ -+- сзЬ^зпс^сзА^) 
-ь с^ (сзЬ^зпс^ -н зпЬ^сзс^сзА^ 
— А^зпЬ^зпс^сзА^. 

Выведемъ еще одну формулу, которая наыъ сейчась по- 
надобится. Означая комплексные углы между осямп аф,у^ 
и осями противолежащихъ щетокъ черезъ Х^т^п изъ равенств ь 

8а13у=^8Уа13.у=^8Уус1ф^8У/Зуи 
получаемъ 

зпсхзп = зпЬхзш = зпа.сз1. (1 1^) 

Такъ какъ сферическому углу соотв-Ьтствуотъ комплек- 
сный уголъ между осями п^етокъ, то взаимно перпендик/ляр- 
нымъ дугамъ будутъ соответствовать взаимно перпендикуляр- 
иыя щетки, оси которыхъ пересекаются подъ прямымъ угломъ. 
Это зам'Ьчанхе позволяетъ |.намъ найти теорему, соответ- 
ствующую элементарной теорем* сферической тригоно- 
метрти: высоты треугольника пересекаются въ одной точке. 
Этой теореме должна соответствовать такая: щетки, прохо- 
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ДЯЩ1Я черезъ оси лф^у и перпендивулярнця къ противопо- 
ложвымъ щеткаиъ, будутъ ин'Ёть общ1й лучъ. 

Оси а^в^у^ ^^У'^ ^/^3 ^^^ образуютъ щестиугольникъ 
съ пряными углами. Оси щетовъ, которыя перпендикулярны 
къ щеткамъ У^у^ Уу^, У^^З и проходятъ черезъ противопо- 
ложныя этимъ щеткамъ лучи а.^,у суть лив1и кратчайшихъ раз- 
СТ0ЯН1Й между противоположными сторонами этого шести- 
угольника, а потому предъидущая теорема можетъ быть фор- 
мулирована еще такимъ образомъ: лин1и кратчайшихъ раз- 
стоян1й между противолежащими сторонами шестиугольника 
съ прямыми углами пересЬкаютъ одву и туже прямую подъ 
прямымъ угломъ. Эту теорему мы можемъ доказать слЬдую- 
щимъ образомъ. Формула (71) даетъ намъ три равенства: 

УаУ/ву = у8а^—38уа, 
У/3 Ууа « а8^у—у8а/3, 
7у Уа^ ''/в8уа—а8/ву, 

складывая которыя, получимъ: 

УаУ/ву-^У/ЗУуа-^УуУа/в^О. (115) 

Это равенство и доказываетъ теорему: три бивектора 
УаУВу^ У^Ууа^ 7^'7а/?взаимБ0 уничтожаются, следователь- 
но ихъ оси, которыя, очевидно, суть лин1и кратчайшихъ раз- 
стоян1й между противоположными сторонами шестиугольника, 
всЬ перес4каютъ одну и ту же прямую подъ прямымъ угломъ. 
Предъидущее равенство, которое им^етъ м^сто, каковы бы ни 
были а^^^у, даетъ намъ бол^е того, что выражаетъ теорема, 
оно даетъ намъ тензоры трехъ бивевторовъ, которые, им'Ья 
своими осями лин1и кратчайшихъ разстоян1й, взаимно унич- 
тожаются: 

ТУ а У/ву = ТаТ/вТузпа 8п1, 

ТУ/3 Ууа = ТаТ^ТузпЪтш, 

ТУ у Уа/в = ТаТ/вТузпс зпп. 

Но, умноживъ взаимно уничтожающ1еся бивекторы на 
одно и то же число, получимъ бивекторы, которые также бу- 
дутъ взаимно уничтожаться, а потому, если мы умножимъ 

11 
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бивекторы 7аГ/?у, У0Ууа, УуУа^ на («: ТаТ/ЗТу тас81) 
и воспользуемся формулами (114), то получимъ слудующую 
теорему. 

Три бивектора^ осями кошорымъ служашъ лиши крат- 
чайшихъ разсшоянгй между противоположными сторонами 
шестиугольника съ прямыми углами и тензоры которыхъ со- 
отвгьтственно суть 81д1^ 81дт, 81дп, гдгь 8 совершенно произ- 
вольное комплексное чи-сло и1,т^п комплексные углы между 
соотвгьшствующими противоположными сторонами шести- 
угольника^ слагаясь^ взаимно уничтожаются, 

91. Механика бивектора и системы бивекторовъ. Общая 
теорема, формулированная нами въ §61, весьма естественно 
приводить къ механик* бивектора. Понятно, что, желая сохра- 
нить аналопю съ механикой точки, мы должны назвать ско- 
ростью бивектора а, координаты котораго ж,г/,^ суть н-Ько- 
торыя функц1и времени — вещественнаго перемФинаго {^, или 
комплекснаго перем-Ьниаго ^ = ^о4-«^^, бивекторъ /?, им-ЬющШ 
своими координатами: 

(1х (1у (1г 

ускорешемъ — бивекторовъ /5' съ координатами: 

й^х Л'^у в.^г ^ 

силой приложенной къ а — произведете т^3\ гд"! т есть не- 
которое постоянное, независящее отъ ^, комплексное число 
т^-^-сот^ — масса бивектора а. 

Скорость бивектора а характеризуетъ съ точность до 
величинъ безконечно малыхъ перваго порядка движен1е его 
въ течеши безконечно-малаго промежутка времени г = г^ + сот^ . 
Такъ, 8{в/а) опред^ляетъ изм-Ьненхе Та: 



_1 ^= я^* 
Та Ш а ' 
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^ивекторъ же Т(^1а) харавтеризуетъ перем-Ьщенхе оси а, Дви- 
жен1е оси а будетъ таково, какъ если бы она принадлежала 
нерзи-Ьняемой систем*, перем*Ьщен1е которой въ течеши без- 
конечно малаго промежутка т^ определяется бивекторомъ 
тУ{^\а). Подобнымъ же образомъ ускорен1е перваго и сл*- 
дующихъ порядковъ опред^ляготъ движенхе бивектора въ те- 
чен1и промежутка времени т съ точностью до величинъ вто- 
раго и сл'Ьдующихъ порядковъ. 

Введя и изсл-Ьдовабъ эти понятхя, мы • будемъ им-Ьтб воз- 
можность изв^стнымъ образомъ интерпретировать уравнен1я 
и теоремы механики точки или системы точекъ, когда какъ 
координаты точекъ, такъ и массы, силы и время становятся 
комплексными числами. Такъ наприм'Ёръ^ законъ площадей 
центральнаго движен1я точки при такомъ толкован1и прини- 
маетъ видъ: 

Если бивекторъ а и его ускоренхе /?' имйютъ общую 
ось, то векторное произведен1е бивектора а и его скорости 8 
будетъ во все время движен1я постоянно. Следовательно, бивек- 
торъ а и его скорость /в будутъ принадлежать одной и той 
же щетке, и сумма параметровъ главныхъ винтовъ цилин- 
дроида, построеннаго на а и /5 будетъ постоянна. 

Понят1е о скорости и ускореши бивектора могутъ быть 
весьма полезны въ н^которыхъ вопросахъ механики. Такъ, 
если мы будемъ разсматривать неизменяемую систему, какъ 
совокупность бивекторовъ связанныхъ между собой, бивекто- 
ровъ, тензоры которыхъ постоянны, то методомъ перенесен1Я 
кинематика твердаго тела, вращающагося вокругъ точки пре- 
образуется въ кинематику общаго случая движенхя. Мы при- 
ходимъ такимъ образомъ къ обобщешю теоремы СопоИз'а, 
формулы 8ауагу п некоторымъ другимъ интереснымъ резулъ- 
татамъ. 

Мы не будемъ однако останавливаться на этихъ резуль- 
татахъ, ибо думаемъ, что уже достаточно пояснили въ предъ- 
идущихъ §§ методъ перенесен1я и достигли такимъ образомъ 
цели, которую имели въ виду въ этой главе. Кроме 
того, изложенхе упомянутыхъ результатовъ заняло бы слиш- 
комъ много места, такъ какъ ради него мы должны были бы 
войти въ некоторыя подробности кинематики твердаго тела 
д теор1и линейчатыхъ поверхностей.- 

11* 
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Вопросамъ, вам^ченнымъ въ этомъ параграфе, а также^ 
затронутымъ въ другихъ м'Ёстахъ этой главы, мы предпола- 
гаемъ посвятить особую работу. 



Глава II. 



92. Основныя опредгьлеигя и теоремы теорги группъ 
винтовъ. Эту главу мы посвящаемъ изучен1Ю т^хъ многообра- 
31Й бивекторовъ, которыя определяются линейными, однород- 
ными относительно РШскег'овыхъ координатъ, уравнешями 
и называются группами винтовъ. Если р есть одинъ изъ 
бивекторовъ многообраз1я, то въ силу однородности урав^ 
нен1й, всЬ бивекторы вида а^ (гд4 а какое угодно веществен- 
ное число) которые, отличаясь отъ р только длиною главнаго 
вектора, лежатъ на одномъ и томъ же винт4 р, будутъ при- 
надлежать многообраз1ю; поэтому, при изучен1и группъ, мы 
должны обращать наше вниман1е главнымъ образомъ на вивты, 
определяемые бивекторами многообраз1я, а не на самые би- 
векторы. 

Винты Р1,Р8Г---Р/» (винты, определяемые бивекторами р^, 
Ра ?••••?/») называются зависимыми, если существуютъ такхя. 
вещественныя числа е^, е^^ ^у—^пу что 

^1?.+ ^2?. + •••• + ^/.9/1 = О, (1) 

и независимыми въ противномъ случае. Очевидно, что урав- 
нен1е (1) эквивалентно шести линейнымъ, однороднымъ отно- 
сительно ^1, бд, е^,....е^, уравнешямъ, которыя* получатся, если, 
представивъ бивекторы р комплексными чцслами 

05 = р8^+^8^'^^8к^^'0} (азг-^Ъз^ + Сзк)^ 8 = 1,2.. ../г. 

приравняемъ нулю коэффиц1енты при комплексныхъ едини- 
цахъ г,^ук,сог^со^,сэк въ уравнен1и (1). Когда эти шесть урав- 
нен1й могутъ быть удовлетворены хотя одной системой значе- 
шй в^, €2>"--^л? будетъ иметь место ур. (1) и винты о бу- 
дутъ зависимы; когда же. уравнен1я будутъ несовместны, то 
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винты р будутъ независимы. При п>6 упомянутыя шесть 
уравнен1й всегда могутъ быть удовлетворены; сл'Ьдовательно 
семь и большее число винтовъ всегда зависимы. 

Пусть винты 05,р2,....р^ независимы. Умноживъ ихъ*:на 
как1е нибудь вещественныя числа а^, а2,....а^, построимъ винтъ 
р, опред']^ляемый бивекторомъ 



о^а^д,-^'а,р^'^,..,^а^^^. 



(2) 



Если веш;ественнымъ числамъ а^^а^^....а^ будемъ давать 
всевозможныя значен1я, то получимъ безчисленное множество 
винтовъ р, совокупность которыхъ и называется п — членной 
группой винтовъ. Бинты р^, р2,.--С^л называются основными 
винтами группы, а числа а^,а^,....а^ винтовыми координатами 
или координатами ВаП'я винта р группы. Такъ какъ винты 
о и ар «оа^р^+аа^р^-н.... тожественны, то координаты ВаП'я 
суть однородныя координаты. Очевидно, что основные винты 
группы, р,,р2)--Рл) принадлежатъ групп*. 

Теорема I. Если винты р^, р^,.,.,р^ независимы^ то для 
того, чтобы т винтовъ т<п 



^/ = ^Л Р, +«/«Ра-^- -^//1?/» (/=1,2,...ш) 



(3) 



были независимы, необаюдимо и достаточно, чтобы хотя одинъ 
изь опредпаителей матрицы 



^11 «I. 



а 
а 






^тт ^?п% 



Л 



тп 



(4) 



бъ/лг отличенъ отъ нуля, 

Въ самомъ д^л**, если всЬ определители равны нулю, то 
существуетъ т велячинъ Ъ^,\,..Ь,п такихъ, что 

а^вЬ14-ад*Ь5^-....адав6в='0, 5 «=1,2,. ...п. 

я потому, умножая ур. (3) Ь/ и суммируя по I, получаемъ 



\б,+\б^ + ..'^Ъ^бт^й, 



(5) 
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откуда сл-Ьдуехъ, что винты (У зависимы. Обратно, если винты 
б зависимы, то между ними существуетъ соотношен1е вида (5), 
изъ котораго, если выразимъ б черезъ р [ур. (3)], им'Ьемъ: 

гд* С8^а^8Ъ^'^а^8Ъ^-л-,..-\-агп8Ьт (8=1,2, ...п). ВсЬ величины 
Сз должны быть равны нулю, ибо, если бы хотя одна изъ нихъ 
была отлична отъ нуля, то последнее равенство противоре- 
чило бы предположен1Ю, что винты ^ независимы. Изъ ра- 
венствъ же С5 = сл-Ьдуетъ, что всЬ определители (4) обра- 
щаются въ нуль. 

Теорема II. За основные винты группы можно принять 
какге угодно п независимыхь винтовъ^ входягцихг въ группу. 

Возьмемъ п винтовъ б^у..б^ группы (2), определяемыхъ 
равенствами (3), въ которыхъ полагаемъ т^^п, и предполо- 
жимъ, что они независимы, и следовательно |а5;|::«=0. Это 
последнее услов1е позволяетъ намъ решить ур. (3) относи- 
тельно б и выразить такимъ образомъ о черезъ б: 

^з-^Ъз^б^ -^Ъз^б^ + .... + Ъ^п^^ (5== 1,2...^). (6) 

Чтобы доказать теорему нужно только показать, что вся- 
К1Й винтъ р группы (о), определяемой винтами ()^, р^у..о^ 
[УР- (2)]? можетъ быть представленъ въ виде о^^В^б^-^ 
Дб'з 4-....4-]5^(У^^ (7), где Б^, В^^....В^ вещественныя числа, 
и, следовательно, принадлежитъ группе ((У), определяемой 
винтами а'^,б',,....(У^, и что обратно всяюй винтъ (У=Ь^(У^-н 
Ъ^б^-\-....Ъ^!1т (8), группы {б) можно представить въ виде 
(Г=Др, +^,)р,-ь.... + ^^р^Д9), где А^, Ау'^а некоторыя 
вещественныя числа, и, следовательно, можно разсматривать 
какъ винтъ группы (о). Доказательство не представляетъ ни- 
какихъ затруднешй, стоитъ только въ равенстве (2) выра- 
зить р^ черезъ бз (5=»1,2,...п), пользуясь уравнен1ями (6), и 
мы получимъ равенство (7), въ равенстве же (8) выразить бз 
черезъ ре посредствомъ ур. (3), и мы получимъ (9). 

Теорема III. Если параметры основныхъ винтовъ группы 
увеличимъ на одну и ту же величину Рс, то параметры всгьхъ 
винтовъ группы увеличатся на ту же величину. 

Для доказательства нужно умножить ур. (2) на сД1 
оуРс). 
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93. Классификацгя группъ; каионическЫ видь группы. 
Для удобства дальн-Ьйшаго изложен1я условимся говорить, что 
комплексное переменное число а^а^л-сэа^ одночленно, если 
оно при вс4хъ своихъ изм4нешяхъ или остается веществен- 
ны^ъ (а^==0), или всегда им-Ьеть видъ а)аДа^ = 0). Въ пер- 
вомъ случай оно будетъ одночленнымъ числомъ параметра 
нуль, во второмъ — одночленнымъ числомъ безконечно боль- 
шаго параметра. Если же комплексное число можетъ полу- 
чать всевозможныя значен1я, такъ что а^ и а^ могутъ быть и 
не равны нулю, то будемъ называть его двучленнымъ. 

Пусть им'Ьемъ три бивектвра а, /?, у^ у которыхт пара- 
метры конечны, а оси не параллельны одной плоскости, такъ 
что а^=|=0, /5'о=*=0, /о=*=^ ^ «0,^,/^ не лежатъ въ одной плос- 
кости. При этихъ услов1яхъ /5а/?^=1=0 и Р8а/ву=^оо [см. § 79], 
и нельзя найти ни вещественныхъ, ни комплексныхъ чиселъ 
а^Ъ^с такихъ, чтобы аа + Ъ^в + су = 0. Въ самомъ д-Ьл'Ь, пред- 
полагая, что выборъ такихъ чиселъ возможенъ и что по край- 
ней м^рй одно изъ нихъ, а, отлично отъ нуля, умноживъ об'Ь 
части равенства аа + Ъ/3 + су^О на У/ву и взявъ скаларныя 
части произведен1я, въ силу тожествъ 8^У/ву = 8уУ/Зу = 0у 
долучимъ равенство а8а/3у^0^ которое при а=4=0 возможно 
было бы только въ двухъ предположен1яхъ: или, когда 8а/ву^0, 
или, когда Р8а/3у = оо, противор'Ьчаш;ихъ услов1ямъ относи- 
тельно а,/в,у. 

Развернувъ первую часть неравенства аа-^-ЪВ-^су^^О^ 
имЬемъ неравенство а^а -ь Ь^/3 + с^у -ь а^ {соа) + Ъ^ {соа) -ь с^ {соу) 
=«=0, которое влечетъ за собой ц^лый рядъ другихъ нера- 
венствъ, если положимъ некоторые изъ чиселъ О'^^с^^тЬ^^Ъ^^с^уС^ 
равными нулю: 

а=1=0, К=0, &«с=0) 

а^а + а^ (а>а)=*=0, (& = с = 0) 

и т. д., и т. д.. 

Изъ этихъ неравенствъ заключаемъ, что винты каждой 
изъ слйдующихъ системъ: 

I (& = с = 0) 

1) а 2) соа 

3) а.соа 
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II (с-0) 

1) аф 2) а^со/^ 3) соа^соЗ 

4) а,/?,сл/5 5) (оа./З^со/З 

6) аф^соа^со/3 

III 

1) а,/?,/ 2) сиф^соу 3) а^сов^соу 4) сэа^со^^соу 

5) аф^у^соу 6) а^со/^^у^со^ 7) соа^сов^у^соу 

8) аф^со^^у^соу 9) а>аф^со/5^у^(оу 
10) а^соа.^^оэ^^у^соу. 

между собой независимы. Поэтому помощью бивекторовъ а,/?, V 
мы можемъ составить сл4дующ1я группы. 

(1Д,0) Одночленную р=-а^а 

(1,1,1) Одночленную р = аДб9а) 

(2,1,1) Двучленную р = а^ач-а1(бэа)=аа 

(2.11.0) Двучленную о = а^а-^Ь^З 

(2.11.1) Двучленную р = а^а4-ЬД«/5) = а^ач-«&^у6' 

(2.11.2) Двучленную р = а^{соа)'{-Ь^{со/3)-=соа^а + соЪ^^в, 

(3.11.1) Трехчленную р=^а^а■^Ь^^-^\{сэ/5)=^%а-{-Ъ^в. 

(3.11.2) Трехчленную р = аДб>а) + Ь^,>5 + Ь Д«/?) = а>а, а + &/?. 
(4,11,2) Четырехчленную р = а,^а-4-аДс^а)-ь&о>54-ЬДс?/?)=аа + 

(3.111.0) Трехчленную р=-а^а-^Ъ^/3-{-с^у. 

(3.111.1) Трехчленную р^^а^а-^ Ъ^]з 4- с, (сэу) '=а^а'\- Ъф-^(ос^у. 

(3.111.2) Трехчленную р=-а^а-^Ъ^ (со/в) 4- с^ {сэу) -^а^а + сэ Ъф + 

ч- (ос^ у. 

(3.111.3) Трехчленную о^а^ {со а) ч- Ь^ (б5/?) ч- с, («у) = оа^а-ь 

СОЬфЛ'СОС^у 

(4,111,1) Четырехчленную р = а^а^Ь^Вл-с^у^с^{соу)=^а^а^- 

ч-Ь^ч-су. 
^4,111,2) Четырехчленную ^^а^а'\-Ъ^ (о/?) ч- с^у ч- с^ (а)у)=а^ач- 

ч- сэЪф ч- с^. 
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(4,111,3) Четырехчленную р «= а^ (ош) ч- Ь^ (сэ/в) + с^у + с, (соу) = 

соа^а-\-соЬ^^'^су, 

(5.111.2) Пятичленную о = а^а ч- Ь^ 4- Ь^ (сэ/в) -*- с^/ -+■ с^ (оу) = 

=а^а -ь Ь^ -^ су . 

(5.111.3) Пятичленную р=а^ («а) н- 6^,/? ч- ?>^ («/?) + с^у ■+- ^\ (С1^у)= 

(^Д11,3) Шестичленную р = а^,а ч- а^ («а) ч- \/3 ч- 6^ (о?/?) ч- с^у ч- 

-н с^ (оу) ==аа'^Ъ^-^ су. 

Такъ какъ для построен1я первыхъ трехъ группъ доста- 
точно знать одивъ бивекторъ а, то мы назовемъ ихъ одноосными 
группами. Для построен1я сл'Ьдующихъ шести группъ надо 
им^ть два бивектора а и /?, а потому эти шесть группъ мы 
назовемъ двуосными. Навонецъ остальныя десять группъ, во- 
торыя определяются тремя бивекторами а,/?,у, назовемъ трехъ- 
осными группами. 

Что касается до трехъ, поставленныхъ въ скобкахъ цифръ, 

которыми мы означаемъ группу, то он*]^ им']^ютъ сл'Ьдуюш,1я 

значен]'я. Первая означаетъ число членовъ группы, вторая, 

римская, число ея осей, наконецъ третья число независимыхъ 

винтовъ безвонечно большаго параметра, входящихъ въ группу. 

Вс^ перечисленныя группы, получаются, если мы будемъ 

строить винты р'^аа-^Ъ/3'^су, ограничивая всякШ разъ вы< 

боръ чиселъ а.Ъх особыми условхями. 

Если два изъ чиселъ а^Ь^с^ напр. Ъ а с^ будутъ равны 
нулю, то мы получаемъ одноосныя группы, а именно: когда, 
а будетъ одночленнымъ числомъ параметра нуль (й'^а^), бу- 
демъ им^ть группу (1,1,0), когда а будетъ безконечно боль- 
шаго параметра (а = «а,), получаемъ групу (1,1,1), наконецъ 
когда а будетъ двучленнымъ, им'Ьемъ группу (2,1,1). 

Если одно изъ чиселъ аф^с^ напр. с, будетъ равно нулю, 
то мы получаемъ группы двуосныя. При томъ, если а,6 будутъ 
одночленными, то им'Ьемъ двучленныя группы указанныхъ 
типовъ: когда Ра«Р6 = 0, им-Ьемъ группу (2,11,0), когда Ля ==0, 
РЬ=«оо, — группу (2,11,1), когда Ра = Р6 « сю — группу (2,11,2). 
Если одно изъ чиселъ а,Ь будетъ двучленнымъ, а другое одно- 
членнымъ; напр. а — одночленнымъ, а Ь — двучленнымъ, то им'Ь- 
емъ группы трехчленныя: когда Ра = О, — группу (3,П,1), когда 
Ра = оо, — группу (3,П,2). Наконецъ, если оба числа а и 6 
.двучленны им^емъ группу четырехчленную (4,11,2). 
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Если ни одно изъ чиселъ а,6,с не равно нулю, то мы 
получаемъ группы трехъосныя. Если а,Ь,с будутъ одночленны, 
то им'Ьемъ группы трехчленныя: когда Ра^^Рб^Рс^О, — груп- 
пу (ЗД11,0); когда Ра = Р6 = 0, Рс = оо, — группу (3,111,1); когда 
Ра = 0, Р& = Р? = оо, — группу (3,111,2); когдаРа = Р6 = Рс«оо 
группу (3,111,3). Если одно изъ чиселъ а,&,с, напр. с, будетъ дву- 
членнымъ, а остальные одночленными, то им'Ьемъ группы 
четырехчленныя: когда Ра = Р6 = 0, — группу (4,111,1); когда 
Ра = 0, Р& = со, — группу (4,111,2); когда Ра = Р6 = оо, — груп- 
пу (4,111,3). Если два йзъ чиселъ а,Ь,с, напр. & и с, двучлен- 
ны, то им'Ьемъ группы пятичлонныя: когда Р2 = 0, — группу 
(5,111,2), когда Ра = оо, — группу (5,111,3). Наконецъ когда всЬ 
три числа а,6,с двучленны им'Ьемъ группу шестичленную. 

Теорема. Измгьпяя основные винты группы /"§ 92, шеорЛ!]^ 
можемъ всякую группу привести къ одному изъ выгиеуказанныхь 
типовъ. 

Доказательство этой теоремы требуетъ разсмотр'Ьн1я до- 
вольно большаго числа частныхъ случаевъ и потому мы не 
будемъ его зд-Ьсь приводить. ЗамЬтимъ только, что теорема 
доказывается уже легко для четырех- и пяти-членныхъ группъ, 
если она доказана для дву- и трехчленныхъ группъ: стоитъ 
только показать, что въ составъ четырехчленной группы вхо- 
дитъ по крайней мйр-Ь одна двучленная одноосная группа 
типа (2,1,1), а въ составъ пятичленной группы такихъ группъ 
входитъ дв*. Вышеуказанныя формы группъ назовемъ кано- 
ническими формами. Сл-Ьдовательно, всякую группу можно 
привести къ каноническому виду. 

94. Группы одноосныя. Свойства группъ различныхъ ти- 
повъ хорошо изсл4дованы. (Въ русской литератур* см. И. 
ЗанчевскШ, I. с; Д. Зейлигеръ, „Механика подобно-изменяе- 
мой системы". Зап. Мат. Отд. Нов. Общ. Ест., Томы XI и XIII). 
Поэтому мы не будемъ на нихъ подробно останавливаться, 
перечислимъ только н^которыя отчасти, чтобы показать, ка- 
кимъ образомъ къ изученхю свойствъ группъ прилагается вин- 
товое счислен1е, отчасти, съ ц^лью воспользоваться ими въ 
дальн'Ьйшемъ изложен1и. 

Группа (1,1,0) д^а^а состоитъ изъ одного вйнта конеч- 
наго параметра. 

Группа (1,1,1) р^соа^а состоитъ изъ одного винта без- 
конечно большаго параметра. 
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Группа (2Д,1) о-=-аа, ВсЬ винты группы им4ютъ общую 
ось съ а. Параметры^ винтовъ могутъ быть кавхе угодно, ибо 
Р(р = Ра-+-Ра и Ра совершенно провзволенъ. 

95. Группы двуосныя. Пусть намъ дана двуосная группа 
^^аа-^-Ъ/З. Взявъ как1е нибудь два винта группы, р'«=а'а-+- 
Ъ'/З и ^" ^а"ал-У'^^ им-Ьемх 

Го'р" = (а'Ь"— а"6') Vа^3, (Ю) 

откуда, замечая, что осью Т^^'^" служитъ лин1я кратчайшаго 
разстоянхя между осями р' и р'', заключаемъ, что оси всЬхъ 
винтовъ группы им^ютъ общую лин1ю кратчайшаго разстоя- 
Н1Я, ось 7а/5. Такимъ образомъ им'Ьемъ теорему: 

Теорема 1. Оси винтовъ дву оспой группы принадлежать 
одной и той э/се щеткгь. 

Беря параметры отъ об-Ьихъ частей предъидущаго равен- 
ства, получаемъ: 

РГр'р' = Р{аЪ"—а"Ь') + РГа^, 
или. означая комплексный уголъ между осями р' и р" черезъ. 

Рр'-^Р^"^в^с1д0^=^Р(аЪ"—а%')'\-РУа/3. (11) 

Эта формула общая для всЬхъ двуосныхъ группъ. 

Разсмотримъ н-Ькоторыя общ1я свойства двучленныхъ 
группъ. Для двучленныхъ группъ числа аф,а\Ъ',а'Ь" одночлен- 
ны, одночленно будетъ также и число {аЪ'' — а"Ъ') и потому 
изъ равенства (10) сл-Ьдуетъ 

Теорема II. Векторное умноженге двухъ произвольно взя- 
тыхъ винтовъ двучленной группы даешъ всегда одинъ и тотъ же 
винтъ, 

Такимъ образомъ, если три винта, опред'Ьляемыхъ бивек- 
торами ссф^у^ принадлежатъ двучленной групп*, то бивекторы 
У/Зу^Ууа^Уа/З им-Ьютъ общую ось и одинаковый параметръ, 
и следовательно существуетъ такихъ три вещественныхъ числа 
«о ,Ьо ,Со , что а^ У^у = \ Ууа = с^ Уа^, Докажемъ, что положеше 
обратное также справедливо. 

Теорема III. Если три бивектора а,/5,^ удовлешворяюшь 
соотногиенгю: 

а,У^у-^\Ууа-с,Уа^, (12) 
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гдть а^^Ъ^^с^ отличны отъ нулЯу то винты а./З, у зависимы щ 
слгьдовательнОу принадлежать двучленной группгь. 

Теорема очевидва, если оси а и /9 совпадаютъ. Тогда 
7'а>!?« Т^^~ 7уа = 0, а это значитъ, что ось у совпадаетъ 
съ осями а 1^ р ж стало быть винты а,^^у зависимы. 

Предположимъ, поэтому, что оси а и у6* не совпадаютъ. 
Изъ равенства Ъ^Vуа-==с^Vа^З^ им-Ьемъ Г(&д^/'Ч-Со/?)а = 0, 
откуда заключаемъ, что бивекторы Ь^у-^-Со^в и а им'Ьютъ об- 
щую ось, такъ что Ъ^ул-с^^ можемъ получить, если а умножимъ 
на некоторое комплексное, надлежаш;имъ образомъ опреде- 
ленное, число бу -л-сое^: 

Также изъ равенства с^Уа^^а^УВу находимъ 

Исключая изъ этихъ равенствъ V, им^емъ: 

Такъ какъ оси а и у5 не совпадаютъ, то коэффиц1енты 
при нихъ должны быть равны нулю: 

откуда 6,=/; «О, /;=— (а,с^: ЬоЛ=— (^оО- ^о и следова- 
тельно 

что и доказываетъ справедливость теоремы. 

Изъ предъидущихъ теоремъ вытекаютъ так1я следств1я. 

I. Оси У^Уу Ууа, Уа/в должны совпадать и параметры 
ихъ должны быть одинаковы для того, чтобы можно было по- 
дыскать таше числа а^,\^с^^ которые удовлетворяли бы равен- 
ству (12). Поэтому, если мы означимъ комплексные углы между 

осями а.^в,у черезъ 9)3+^^35 9^1 "^^^1? 9^1"*" ^^8? то предъ- 
.идущ1я лв^ теоремы можно соединить въ одну 
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Для того, чтобы три винта сиф^у были зависимы необ- 
ходимо и достаточно, чтобы оси ихъ принадлежали одной^ 
щетБ% и 

Р^^Ту'\-й^сЬд(р^^Тул-ТаЛ'Л^с1д(р^^Ра^Т^л-А^сЬд^^ 

П. Если а^=&^:2= — 1, Со«1, то у = ач-/5, 7у/3==Га^)/== 
7ау5, откуда 

Та Т/? Ту 



8п(ур} 8п{ау) 8п[аР)' 

Такимъ образомъ, когда у^а +у5, между Та, Т^З, Ту и 
углами (а/?), (/?/), (осу) существуютъ соотношешя, аналогичг 
ныя формуламъ плоской тригонометр1и. 

Группа (2,11,0) р = а^а + 6^/5. Въ групп* н'Ьтъ винтовъ 
безконечно большаго параметра, ибо а^а^■ьЪ^/5^^й=^0. Такъ какъ 
положеше оси р зависитъ только отъ отношешя Ъ^/а^, то оси 
винтовъ группы располагаются на поверхности, которая и на- 
зывается цилиндроидомъ. Въ групп']^ есть два винта, оси ко- 
торыхъ пересекаются подъ прямымъ угломъ. Въ самомъ дЪл* 
услов1е, чтобы оси винтовъ о' = ао'а4-Ь,/у5 и р^' = а/'а ч- Ь/'/? 
пересЬкались подъ прямымъ угломъ выразится равенствомъ 

5р'р" = а.Ч'^а^ -г {а,'\" 4- а,'\)8а^ + Ъ,\'/8' = О, 

которое, если положимъ для простоты ао*=/3^*=- — 1 и замЬ- 
нимъ а\/в\ 8а/3 черезъ— (*14-2Ра.б?),— (1 + 2^^?.а}), 8^а^3 ^ 
о5^а/5, распадается на два: 

<а\-{а,Ъ: + а:\ ')8,а/3 -ь Ъ,\" = О, 
2Раа,\"- (а,Ъ" -ь а^'Ь^)8,а^ + 2Р/?Ьо'6о" = 0. 

Проведемъ въ плоскости координатныя оси, образующ1я 
уголъ равный углу (р между осями а и у5 и будемъ считать 
величины а^ и Ь^ координатами точки въ этой плоскости. 
Тогда задача объ опред'Ьлен1и величинъ йо\Ъ^\а^\Ъ^\ удовле- 
творяющихъ предъидущимъ двумъ уравнен1ямъ, очевидно, бу- 
детъ тожественна съ задачей нахожден1я двухъ д1аметровЪу 
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которые были бы одновременно сопряженными въ двухъ ко- 
ническихъ с4чен1яхъ 

а^ ^ + ^а^)^ С8(р -ь Ьо * == соп81.^ 
Рао^ ^—о^Ъ^З^ а/3 ч- Р/ЗЪ^ * = сопзЬ. , 

изъ которыхъ первое представляетъ кругъ. Такъ какъ сопря- 
женные дхаметры круга взаимно перпендикулярны, то задача 
приводится къ опред*лен1ю главныхъ д1аметровъ второй кри- 
вой. Найдя ихъ, будемъ звать числа а^^Ь^^а^'^Ъ^' и винты о' 
^", оси которыхъ встречаются подъ прямымъ угломъ. Эти 
винты называются главными винтами группы. Принявъ ихъ 
за основные винты а и/? группы, будемъ им'Ьть 5а/? = О, такъ 
что, возвышая о=^а^а + Ъ^ въ квадратъ, получимъ о* = а/а*4- 
*//?', откуда 

-^основная формула для параметра винта двучленной группы. 
Если за точку приведен1я примемъ точку перес4чен1я осей 
главныхъ винтовъ, то а^ = а^Ра,/3, ^/3,Р/3, (), = а^а^ + Ь^Д , р^ = 
а^а^Ра-^-Ъ^/З^Р/З^ и для перпендикуляра, опущеннаго на ось 
винта р, получимъ формулу [(3) § 30]: 

Это другая основная формула двучленной группы, изъ 
которой легко выводится уравнен1е цилиндроида въ прямо- 
угольныхъ координатахъ. 

Изъ формулы (11), въ которой въ случае двучленной 
группы Р{аУ^ — а"Ь') = 0, вытекаетъ такая теорема. 

Теорема IV. ^?а^сую56/ пару винтовъ ^\о^' двучленной группы 
мы ни взяли ^ сумма Р^'-^Рр" -{-в^с1дв^ остается величиногс 
постоянной равной суммп» параметровъ главныхъ винтовъ 
Рал-Р/З, 
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Цилиндроидъ поверхность линейчатая. Каждой образую- 
щей линейчатой поверхности соотв'Ьтствуетъ опред'Ьленное 
число — параметръ образующей, пред'Ьлъ отношешя кратчай- 
шаго разстоян1я между разсматриваемой образующей и обра* 
зующей къ ней безконечно близкой къ углу между ними, или, 
что въ пред-Ьл* все равно, къ тангенсу этого угла. Предъ- 
идущая теорема даетъ весьма простое средство определить 
параметръ каждой образующей цилиндроида. Съ этой ц'Ьлью 
предположимъ, что оси винтовъ р' и р' безконечно близки; 
тогда в^с1дв^ будетъ отличаться на безконечно малую вели- 
чину отъ параметра той образующей, которая служитъ осью 
винта о'; Рр^^ будетъ отличаться на безконечно малую вели- 
чину отъ Р(р' и въ предал* будемъ им^ть: 

или 

что даетъ теорему: 

Теорема V. Сумма удвоеннаго параметра какого либо 
винта двучленной группы и параметра образующей цилинд- 
роида^ которая служитъ для этого винта осью, есть вели- 
чина постоянная, равная суммгь параметровь главныхъ винтовъ. 

Группа (2, II, 1) р = а^а-\-сэЬ^/в, Въ групп'Ь одинъ винтъ 
безконечно большаго параметра (с^Д). Оси винтовъ конечнаго 
параметра параллельны оси а и, следовательно, лежатъ въ од- 
ной плоскости, образуя пучекъ параллельныхъ прямыхъ. Па- 
раметръ винта о 

р^ _ >ЬХ«о(ао«1+^»^о) _ р^^ ^1 8а,р, 

есть линейная функц1я отъ Ъ^а^. Когда 8а^3^^^0, то въ гру- 
ппе есть винтъ параметра нуль. Если примемъ его за основ- 
ной винтъ, то Ра — О и Р(р будетъ пропорц10наленъ Ъ^а^. 
Когда оси а ж ^ перпендикулярны, то Ва^^^ = О и всЬ вин- 
ты конечнаго параметра им-Ьютъ параметръ одинаковый. При- 
нявъ точку приведен1я на оси а, получимъ для перпендику- 
ляра, опущеннаго на ось р выражен1е: 
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изъ котораго, благодаря перем'Ьнной величин'Ь б^а^, сл'Ьдуетъ^ 
что всякая прямая вышеупомянутаго пучка служитъ осью 
одного и только одного винта группы. 

Группа (2, II, 2) р = «а^ а + «й^;?. Въ групп* два не- 
зависимыхъ винта безконечно большаго параметра. Всё винты 
им']^ютъ безконечно большой параметръ; оси ихъ параллельны 
плоскости (л^.у^о). 

Группа (3,11,1) р^а^а-^Ь/З. Въ группу входитъ одинъ 
винтъ безконечно большаго параметра (сэ^в). Винты этой гру- 
ппы определяются прямолинейнымъ многообраз1емъ бивекто- 
ровъ (а, = 1) [см. § 89,(110)]. 

Безчисленное множество винтовъ им4ютъ общую ось съ 
^(а^«0); параметры ихъ могутъ быть каше угодно. Всяк1й 
другой лучъ щетки {а,/3) служитъ осью одного и только- од- 
ного винта группы. Въ самомъ д'Ьл4, если онъ параллеленъ 
оси ^в (а^=0), то параметръ ему отв'Ьчающ1й безконечно ве- 
ликъ, если же онъ оси /? не параллеленъ, то, взявъ какой 
нибудь бивекторъ б, который им'Ьетъ его своею осью, по § 80 
будемъ им^ть а'==аа-*-й/?, при чемъ а^, =*= О (въ противномъ 
случае оси б я /в были бы параллельны). Поэтому можно раз- 
делить б на а; мы получимъ тогда винтъ б1а=^а'^{Ь: а)^^ 
который им4етъ ось (1 своею осью и принадлежитъ групп-Ь. 
Другаго винта съ тою же осью быть не можетъ, ибо таше 
два винта отличались бы одинъ отъ другаго комплекснымъ 
множителемъ вида /*=^4-бз/*^ (/*^=1=0), чего быть не можетъ. 

Групп* наверное принадлежитъ винтъ, ось котораго пе- 
рес*каетъ ось /? подъ прямымъ угломъ. Принявъ его за ос- 
новной винтъ а группы, совм*стимъ съ нимъ ось гг, ось у 
направимъ по оси /?, а ось щетки {аф) возьмемъ за ось з. 
Пусть х^у^:2 суть координаты какой либо точки на оси вин- 
та о' группы. Если въ формул* (11) примемъ р" за /5, то 
а" = 0, й"-1, Р{а^—а%')^1ЫЪ"^а, в^^г, (Лдв,^у:х и 
мы получаемъ уравнеше 

(Го^—Га)х + у^ = О 
гиперболическаго параболоида, образующ1я котораго служатъ 
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осями винтовъ одного и того же параметра Р^\ Для 1Ъ' = Ра 
гиперболондъ распадается на дв-Ь плоскости у «О, ^ = 0. Оси 
у^ г принадлежать всЬмъ гиперболоидамъ. 

Группа (3, II, 2) ^=^соа^а+Ь^. Въ групп* два незави- 
симыхъ винта безконечно большаго параметра. 

Оси винтовъ безконечно большаго параметра параллель- 
ны плоскости («05/^0)- Оси винтовъ конечнаго параметра па- 
раллельны оси ^В и, следовательно, образуютъ пучекъ парал- 
лельныхъ прямыхъ. Совершенно такъ же, какъ въ случае груп- 
пы (2, II, 1), покажемъ, что всякая прямая этого пучка слу- 
жить осью винта группы. 

Умноживъ р==о}а^а-^Ъ/В на /«Д + с>/*^ получимъ винтъ 
С^^д^со^^а^а + Ъ^^^ который очевидно также принадлежитъ 
групп*. Такъ какъ (У и о им-Ьготъ общую ось и /в'=Р(р4-1у*, 
то ось винта конечнаго параметра служить осью безчислен- 
наго множества винтовъ всевозможныхъ параметровь. 

Группа (4, II, 2) д = аси-^ Ь^, Въ групп* два независи- 
мыхъ винта винта безконечно большаго параметра. Каждый 
лучъ щетки (а,/?) служить осью безчисленнаго множества 
винтовъ какого угодно параметра. 

96. Группы трехгосныя, ^^аа + Ъ^-^су. Возьмемътри 
винта группы: 

Перемножая ихъ и беря скаларныя части произведешя,, по-* 
лучаемь 
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откуда, беря параметры об*ихъ частей, 

Р5о'р>"' = Р2;(±а'Ь"с"') + Р8а^у, (13) 

или, означивъ комплексный уголь между осями р' и р" че- 
резь в^в^ + сов^ и комплексный уголь между осью р'^' и 
лин1ей кратчайшаго разстоян1я между р' и р" черезь хр^ 

Рд' + Рр^' + Рр' + в, с1дв,—лр, 1дхр, = РЕ{±1аТс''^) + Р8а^3у. 

Это формула общая для всЬхь трехьосныхь группъ. 

12 
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Группа (3, III, 0) р^а^а+Ъ^/в-ьс^у, Въ групп* н-Ьтъ 
винтовъ безконечно большаго параметра, ибо «о^о+^о/^о"^ 
с^у^=*=^0. Въ групп* есть три винта, оси которыхъ пересЬ- 
каются въ одной точв* подъ прямымъ угломъ. Въ самонъ 
д4л*, услов1е, чтобы оси винтовъ р' ^ а\а -^ Ь'^/З -ь с'^у и 
р" = а'^^а-ьЪ^'^-^-с^'у пересЬкались подъ прямымъ угломъ 
выразится равенствомъ: 

которое, если предположимъ для простоты ао'=Д*-=уо*= — 1, 
будучи развернуто, распадается на два 

^о/«(^о'«о" + Со'«о') -8оа^(ао'Ъо" + а,'\) = О, (14) 

2а, %"Ра + 2Ь,\'Р^ + 2с^с,"Ру-8^у{ЪХ' + К\ ')- 

5./«(^оЧ" + ^оЧ')-5г«Ж'Ьо"+^оЧО = 0. (15) 

Если черезъ какую нибудь точку проведемъ оси парал- 
лельныя осямъ а^^у и будемъ считать а^^\^с^ за координа- 
ты точки, отнесенной къ этимъ осямъ, то задача опред4лешя 
а'о,6'о,с'о; %^\Ъ^\с^\ удовлетворяющихъ предъидущимъ урав- 
нен1ямъ сведется, очевидно, къ задач* опред*лен1я общихъ 
сопряженныхъ д1аметровъ двухъ поверхностей 

а^^Га+\'Р/3 + с,'Ру-8,^у.Ъ,с- 
5, уах^а^ — 5, а^м^:)^ == сопвЬ., 

гд* У1,90,,9>з Уг^*^ между осями ос^В^у. Первая поверхность 
есть сфера. Такъ какъ сопряженные Д1аметры сферы взаимно 
перпендикулярны, то задача приводится къ опред'Ьленхю вза- 
имно перпендикулярныхъ дхаметровъ второй поверхности. Она 
им*етъ три главныхъ Д1аметра, а потому можно найти три 

такихъ системы чиселъ а^'^\\с^\ (^о'^К^'А"'^ ^о"'А'^\^о"'^ ^^- 
торыя будутъ удовлетворять ур. (14) и (15) и еще четыремъ, 
получающимся изъ нихъ круговой перестановкой значковъ 
\ ") '"? У буквъ а,й,с. Три винта ^',^",9'" будутъ обладать т*мъ 
свойствомъ, что ось каждаго пересбкаетъ оси двухъ другихъ 
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подъ прямымъ угломъ, такъ что оси р'р''^'' будутъ пересЬ- 
каться въ одной точк^. Эти три винта называются главными 
винтами группы. Если мы примемъ ихъ за основные винты 
аф,у, то 813у^8уа^8а^^^, 

Взявъ точку приведен1я въ точк-Ь перес'Ьчен1я осей а^^у^ 
будемъ им*ть р,=а,а,4-й,Д+с,/,, Р,-ао«о^«-ьМа-Р^-*- 
с^у^Ру и для 1^ и перпендикуляра х получимъ: 



р^ 






,. Кср {РУ—РРК +Соао (Ра-Ру)Ро + д^Ь, {Рр-Ра)у, 

Изъ этихъ формулъ сл^дуехъ, что при Ра^Р/З'^Ру^ 
Рр = Ра их = 0, т.е. когда параметры главныхъ винтовъ рав- 
ны, то и параметры всЁхъ винтовъ группы равны, а оси ихъ 
образуютъ связку. 

ПрЕМ']&няя формулу (13) къ разсматриваемой групп']^, 
мы должны положить Р-^(±а'й"с'")— О, ибо числа а,Ь^с одно- 
членны параметра нуль. Такимъ образомъ приходимъ къ те- 
орем*. 

Тесьма. Сумма 1^'ч-Р;р" + 2^'" + ^^с<^^о — ^^ЗУ'о ^сть 
величина постоянная для каждыхъ трехъ винтовъ д\д*\^'" 
трехчленной группы и равняется суммп> параметровг глав- 
нихъ винтовъ. 

Отсюда сл'Ьдуетъ: 

I. Сумма параметровъ каждыхъ трехъ винтовъ, оси ко- 
торыхъ пересекаются въ одной точкФ, есть величина посто- 
янная. 

II. Сумма параметровъ каждыхъ трехъ винтовъ, напра- 
влешя осей которыхъ взаимно перпендикулярны, есть вели- 
чина постоянная. 

Ибо въ обоихъ указанныхъ случаяхъ ^^с^^'^о — ^^9У^9 = ^- 
Группа (3,111,1) р'^а^а-ьЪ^З-^-сос^у. Въ групп* одинъ 
винтъ безконечно большаго параметра (оу). 

Группа (3, III, 2) р^^а^а-^-сэЬ^^^сос^у. Въ групп* 
два независимыхъ винта безконечно большаго параметра 
(о/З^сэу). Оси винтовъ конечнаго параметра параллельны оси 
а. Принимая точку приведен1я на оси а, получимъ для Р^ 
и X выражен1я 

12^^ 
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Р0^Ра + кЩ9 + <х''Щг (16) 

Векторы X ^^^ ле^^атъ въ одной плоскости, опред'Ьляе- 
мой векторами Vа^^в^ и Уа^у^, перпендикулярной къ оси а. 
Быбирая надлежащимъ образомъ отношешя \/ао и с^/а^ мо- 
жемъ достигнуть того, что концемъ вектора х будетъ произ- 
вольно выбранная точка этой плоскости; через ъ каждую ея 
точку проходитъ, следовательно, ось одного изъ винтовъ груп- 
пы. Такимъ образомъ совокупность осей винтовъ конечнаго 
параметра образуютъ связку параллельныхъ прямыхъ. Каждой 
прямой отв'бчаетъ одинъ определенный параметръ. 

Если исключимъ изъ равенствъ (16) и (17) отношенхе 
с^/а^, то для у получится линейное выражеше относительно 
Ь^а^^ откуда слЬдуетъ, что концы векторокъ х? соотвфтству- 
ющихъ одному и тому же Рд^ лежатъ на одной прямой и, 
следовательно, оси винтовъ одинаковаго параметра лежатъ 
въ параллельныхъ плоскостяхъ. 

Если плоскость винтовъ безконечно большаго параметра 
перпендикулярна къ оси а, то 8а^^^^8а^у^^0 л]Рд^^^РI(^^ 
т. е. все винты конечнаго параметра имеютъ параметръ оди- 
наковый. 

Группа (3, III, 3) р^оа^а-^соЪ^^^сэс^у. Въ группе 
три независимыхъ винта безконечно большаго параметра. 
Группу образуетъ совокупность всехъ винтовъ безконечна 
большаго параметра. ^ 

Группа (4,111, 1) р^а^а-^Ь^-^су. Въ группу входитъ 
одинъ винтъ безконечно большаго параметра {(оу) и одна 
одноосная двучленная группа (ао=&о = 0)» 

Группа (4, III, 2) д^а^а-^-оЪ^^З-^-сУ. Въ группу вхо- 
дятъ два независимыхъ винта безконечно большаго параметра 
и одна одноосная двучленная группа. 

Группа (4,111,3) р^^^^сэа^а-^'СэЪ^/З -{-су. Въ группу вхо- 
дятъ три независимыхъ винта безконечно большАРо парамет* 
ра и одна одноосная двучленная группа. 

Все винты безконечно большаго параметра входятъ* въ 
группу. Легко показать, что оси винтовъ конечнаго парамет- 
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ра образуютъ связку параллельныхъ (оси у) прямыхъ; при 
чемъ каждая изъ прямыхъ связки служить осью безчислеп- 
наго множества винтовъ всевозможныхъ параметровъ. 

Группа (5, Ш, 2) р — аоа-ь&у^ + с^к. Въ групп* два не- 
зависимыхъ винта без конечно большаго параметра. Въ нее 
входитъ группа (4, II, 2). 

Труппа (5, III, 3) р = соа^а-^Ь^в-^су. Въ групп* три 
независимыхъ винта безконечно большаго параметра. Вс* 
винты безконечно большаго параметра входятъ въ группу. 

Группа (6, III, 3) р = аа-^Ь/в-^-су есть совокупность 
всбхъ винтовъ. 

97. Группы взаимный. Два винта ряб называются вза- 
имными, если ихъ относительный моментъ ^^(ХУ^О, иначе 
говоря, если /^^О* есть вещественное число. 

Теорема I. Совокупность винтовъ взаимныхъ съ винтами 
П'членпой группы образуютъ группу 6 — п-членную. 

Доважемъ эту теорему для двухъ частныхъ случаевъ, 
напр. для группъ (3, III, 1) р = а^а •{' Ъ^^3 -^ сэс^ у и (3, 11,1) 
р=аоЛ-+-Ь/9. Такъ какъ въ первомъ случа* а^^Ь^=с^^О, 
то услов1е взаимности винта () съ винтомъ (Т, который опре- 
деляется рявенствомъ [см. (95) § 81]: 

б8а/5у ^ ха! н- у0 + гу\ 
гд* Ы^У/^у, В'^Ууа, у=^Уа1^, будетъ [см. (99) § 81] 

Для взаимности винта (У, со всЬми винтами группы 
р =. аоД + Ьф -н ох?! у необходимо и достаточно, чтобы л^, = у^ — 
г^^^ и, следовательно, 

бВа^у = х^а! + у^' + сог^у\ 

Такъ вавъ величины х^.у^^г^ могутъ быть совершенно 
произвольны, то винтовъ О, которые взаимны со всЬми вин- 
тами группы о существуетъ безчисленное множество и ихъ 
совокупность представляетъ, очевидно, группу типа (3, III, 1), 
определяемую предъидущимъ равенствомъ. 

Совершенно также докажемъ, что совокупность винтовъ 
б взаимныхъ съ винтами групцы р=:а^а^Ь/3 образуетъ так- 
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же трехчленную группу, которая опред'Ьлится равенствомъ 

бЗаВу^х^а^ + ту'. 

Разсматривая эти примеры, мы видимъ, что группа вза- 
имная съ р = аа 4- йу5 + су определяется равенствомъ б8а/3у = 
хоСл-у^^ л-гу^ при чемъ, если числа аиж, биу, си-г на- 
зовемъ соответствующими, то, когда въ групп-Ь ^^^аа-^ЪВ-^-су 
числа а,&,с одночленны, въ группе взаимной б8а^у^ха^ -^ 
у/З^-^зу соотв'Ьтствующ1Я имъ числа х^у^г также одночленны 
и параметры каждой пары соответствующихъ чиселъ или 
равны нулю, или безконечно велики. Такъ, въ первомъ при- 
мере, а = а^ и ж = Жо, с-=(ос^ и г==соз^. Если же какое ни- 
будь изъ чиселъ а,&,с равно нулю, или двучленно, то соответ- 
ствующее ему между х^у^з двучленно, или равно нулю. Такъ, 
во второмъ примере, 6 = и з-=г^ + (:о2^^ Ъ^Ь^ + со\ иу = 0. 
Такимъ образомъ мы им^емъ следующую теорему: 

Теорема П. Группа взаимная съ ^^аа + Ъ^ + су опре- 
дгьляется равенствомъ 

бЗа^у =• ха! + у^' + 2у\ 

Если числа а, 6, с одночленны^ то одночленны и чист 
х^у^г причемъ параметры какой либо пары чиселъ или рав- 
ны нулю^ или безконечно велики. Если же какое нибудь изъ 
чиселъ а, &, с двучленно^ то соошвп^тствующее между х, у, я 
равно нулю] если же какое нибудь изъ чиселъ а^Ъ^с равно пу- 
лю^ соотвп»тствующее между х^у^г будетъ двучленнымъ. 

Эта теорема даетъ возможность по данной группе, когда 
она приведена къ каноническому виду, тотчасъ же построить 
группу взаимную. 

98. Группы дополнительныя. Пусть им*емъ п-членную 
группу р = а^р1 +а,р5^4-. . .-ьа^рд. Взявъ какихъ нибудь два 
винта этой группы, р' == а^ 'р^ ч- а/р^ -ь . . .ад р» и р"=Л1"р1 + 
а/'р, -ь ... 4-ая"Рл и построивъ У^'р'\ получаемъ винтъ 

г = 7р'р" = (а, \"-а^ "а;) 7р, р, + (а, а. ^'—а, "а^ ') Гр, рз + . . 



Комбинируя подобнымъ же образомъ каждый винтъ груп-^ 
пы р съ каждымъ другимъ винтомъ той же группы и строя 
для каждой такой пары векторное произведенхе, мы получимъ 
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безчисленное множество винтовъ, которые, очевидно, принадле- 
жать групп-Ь 

Обратно, какой бы винтъ т этой группы мы ни взяли, 
т. е. каковы бы ни были числа &12?^1з?-- всегда можно подо- 
брать а/, а^у.Лг^\ а/', а,'',...^»" такъ, чтобы а/а/' — ^/Ч — 
^18> ^хЧ" — ^/Ч' ^ *1»? • • -5 следовательно, каждый винтъ 
группы т будетъ векторнымъ произведенхемъ какихъ либо двухъ 
винтовъ группы р. Группу т назовемъ дополнительной къ 
групп* р. Когда Уд^^^^Уд^о^=- ... =0, будемъ говорить, 
что дополнительная группа исчезаетъ. 

Разсмотримъ н-Ькоторыл свойства дополнительной груп- 
пы. Докажемъ сначала следующую теорему: 

Теорема I. Если каждый изг винтовъ а, /8 взаименъ съ 
каждымг изъ винтовъ V, (У, то винтъ Уа/З взаименъ съ вин- 
томъ Ту8, 

Бъ самомъ д:&л'Ё, въ силу взаимности винтовъ а и/? съ 
/ и (У, 5а^, 5а(У, 5/?^к, 5/?^ будутъ вещественными числами; 
следовательно, по формул* (74) § 77 будетъ также вещест- 
веннымъ числомъ и ЗТа/ЗУу^ и винты 7а/? и Т'у& будутъ 
взаимны. Изъ этой теоремы вытекаетъ 

Теорема II. Если группы р и О взаимны^ то есть вин- 
ты группы дополнительной къ ^ будутъ взаимны съ винтами 
группы дополнительной къ б. 

Разсмотримъ сколько членовъ въ дополнительной групп*. 
Основныхъ винтовъ группы 7", у 9x9%^ ^(?1Рз?'-5 будетъ 
п{п — 1)/2. Следовательно дополнительная группа т будетъ 
или п{п — 1)/2-членной, если винты 7|р^р,, Тр^рд, . . . неза- 
висимы, или, если они зависимы, то будетъ содержать мень- 
ше ч^мъ п{п — 1)/2 членовъ. Во всякомъ случа* число ея 
членовъ не можетъ быть больше п{п — 1)/2. 

Чтобы точнее определить типъ и число членовъ допол- 
нительной группы въ каждомъ частномъ случае, приведемъ 
данную группу къ ея каноническому виду () = аач-6/? + с^^, 
где числа а,6,с, смотря по типу группы, могутъ быть равны 
нулю или быть одно-или дву-*членными. Взявъ два винта гру- 
ппы, о' « а'а 4- 6'у5 -н с'^ и ()'' = а''а-1-6''/94-с"у, строимъ винтъ 

т « {Ъ'с"—^'с') У8у 4- {<^а!'—сЧ^) Ууа 4- {аЪ"—а'Ъ') Уа^З (18) 
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или, положиьъ 



а' - V^ву, /?' = Ууа, / = 7а8', 

т^/^а'-^-д^в'-^к/ (19) 

Мы получимъ ВС* винты дополнительной группы, если 
числамъ а\Ъ\с\а'\Ь'\с" будемъ давать всЬ возможный для нихъ 
значен1я, т. е. будемъ изменять эти числа такъ, чтобы винты 
р' и р" принадлежали къ данной групп-Ь, и, следовательно, 
а' и а", V и 6", с\ и с" были бы одинаковаго типа соответ- 
ственно съ а,й,с. Это значить, что числа а' и а!^ должны про- 
бегать, оставаясь вещественными, все зпачен1я отъ — оо до 
+ 00, если въ группе р число а одночленно параметра нуль; 
числа а' и а'' должны быть вида а/б> и а/'«, причемъ 
а/ и а/' должны меняться отъ — оо до н-оо, если а одно- 
членно безконечно большаго параметра; числа а' и а" должны 
быть какими угодно числами вида а^'-нс^а/ иа/'н-с^а/', если 
число а двучленно, и наконецъ а'«а" = 0, если а==0. Такова 
же связь между числами Ь\ V' и Ь\ с', с" и с. Такимъ обра- 
зомъ формулы (18) и (19) определяютъ дополнительную группу 
во всехъ случаяхъ. 

Определимъ, напримеръ, группу дополнительную къ груп- 
пе (4, III, 1) о = а^а'^'Ъ^^в + су. Въ этомъ случае числа 
а^а\а'\Ъ^Ъ\Ь^ одночленны параметра нуль, числа же с,с',с" дву- 
членны; поэтому числоА = а'6" — а%' будетъ одночленнымъ, Л^, 
числа же /'=6'с" — 6"с' и д=-с!а" — с'^а! двучленными и группа 
дополнительная будетъ 7-=/а'4-^/9'н-Ао/', — пятячленной типа 
(5,411, 2). Пользуясь формулой (19), легко показать, что, во- 
I обще говоря, группа дополнительная къ одноосной исчезаетъ, 
къ двуосной — одноосна, къ трехъосной — трехъосна; группа 
дополнительная къ одночленной исчезаетъ, къ двучленной — 
одночленна, къ трехчленной — трехчленна, къ четырехчленной 
пятичленна, къ пятичленной — шестичленна 

Въ частныхъ случаяхъ число членовъ дополнительной 
группы можетъ быть и менееуказанныхъ высшихъ пределовъ. 

99. Группы замкнутый и разомкнутыя. Раздел имъ груп- 
пы на два класса. Если все винты группы дополнительной 
къ данной, принадлежать къ этой последней, или исчезаютъ, 
то данную группу будемъ называть замкнутой. Въ техъ же 
^5лучаяхъ, когда это услов1е невыполнено, будемъ группу на- 
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зывать не замкнутой, или разомкнутой. Если произведешя 
7(0^ р,, Т^о.Рз-.., каждыхъ двухъ винтовъ р^, о,,.. .р„, кото- 
рыя служатъ основными винтами группы г, дополнительной 
къ р=-а^р, -1-а,р, + ... -^-а^^п^ вс4 принадлежать групп* р, 
то и ВС* винты группы т принадлежать групп* р и группа 
р замкнута; когда хотя одно изъ произведешй Т^1р,р", Т^р^Рз,... 
въ составь группы р не входить, она разомкнута. 

Опред*лимь типы замкнутыхъ группъ. 

Такь какъ группа г, дополнительная одноосной групп*, 
исчезаетъ, то изъ опред*лен1я дополнительной группы сл*- 
дуеть, что ВС* одноосныя группы замкнуты. 

Группа дополнительная къ двуосной р^аа-^Ь^в есть 
группа одноосная, т-^ку'. Винты группы т им*ютъ осью ось 
у, винты же группы р перес*каютъ ось у' подь прямымъ 
угломь. Поэтому ни одинъ изь винтовь группы т неможеть 
принадлежать групп* р и двуосная группа можеть быть замк- 
нутой только тогда, когда А»=а'4''— а"6' = 0, для чего должно 
быть а == сэа^ и Ь = сэЪ^ и р «= сэа^ а н- соЬ^/3. Итакъ изь двуосныхь 
группъ замкнута только двучленная группа винтовь безко- 
нечно большаго параметра. 

Чтобы опред*лить, как1я изь трехьосныхь группъ 
замкнуты, разсмотримъ посл*довательно группы трехчленныя, 
четырехчленныя и пятич.1енныя. 

Группа (3,111,0). Дополнительная группа сг^^а'ч-^'о^''*" 
+ к^у'> Если заосновые винты ос^^у группы р взяты глав- 
ные винты этой группы, то основные винты дополнительной 
группы, а\8\у\ будуть им*ть своими осями оси а,/5,у и 
параметрами суммы Р^-+-Ру^Ру'{-1а^Ра-{-Р/в соотв*тственяо. 
Поэтому, чтобы група р могла быть замкнута, необходимо суще- 
ствован1еравенствь Р/З + Ру=:^Ра, Ру + Ра^ Р/?, Ра^Р/3 = Ру, 
изъ которыхъ сл*дуетъ Ра^Р^^Ру=^0. Соблюден1е этого 
услов1я внолн* достаточно, ибо когда параметры главныхь 
винтовь равны нулю, то параметры и вс*хь винтовь группы 
равны нулю, и оси ихъ образуютъ связку. Въ такомъ случа* 
очевидно, что группа т винтовъ дополнительныхь къ р бу- 
деть тожественна съ этой поел* дней; сл*довательно группа р 
будеть замкнута. 

Группа (3,П1,1) не можетъ быть замкнутой. Въсамомь 
д*л*, группа дополнительная им*етъ видь г«аз/|а'-ь 
-^оэд^/в'-^-Ь^у'. Она содержитъ два независнмыхъ винта без- 
конечно большаго параметра, въ группу же р входить только 
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одинъ такой винтъ. Следовательно не всЪ винты группы т 
принадлежать ^ и группа р разомкнута. 

Группа (3,111,2). Группой дополнительной служить дву- 
членная группа т^сэд^/3' -{-соЬ^у^ винтовъ безконечно боль- 
шаго параметра, оси которыхъ параллельны плоскости, опре- 
деляемой векторами Уу^а^ и Та^Д, перпендикулярной оси а. 
Группе р также принадлежитъ ' двучленная группа винтовъ 
безконечно большого параметра (^0 = 0), оси которыхъ парал- 
лельные плоскости (/?о,уо). Поэтому, чтобы ВС* винты группы 
т принадлежали группе о плоскость (^в^^у^) и осш/в^у должны 
быть перпендикулярны оси а. Итакъ группа будетъ замкну- 
той только тогда, когда все винты конечнаго параметра, оси 
которыхъ образуютъ связку параллельныхъ прямыхъ, имеютъ 
одинаковый параметръ. 

Группа (3,111,3). Дополнительная группа исчезаетъ, 
т^О. Группа р замкнута. 

Группы чеширехчленния. Желая построить группу до- 
полнительную къ четырехчленной, должны числа а'^а'\ЪЪ" счи- 
тать одночленными, а числа с' и с" двучленными. 

Группа (4,111, 1) разомкнута, ибо группа дополнитель- 
ная къ ней, г=/а'-ь.9^5'4-АоУ', пятичленна. 

Группа (4,111,2). Группа дополнительная, т^со/^^о!-^ 
-|-^/?'н-а;Л^у', четырехчленна и содержитъ три независимыхъ 
винта безконечно большаго параметра; въ группу же р та- 
кихъ винта входитъ только два : группа р разомкнута. 

Группа (4, III, 3). Дополнительной группой служить дву- 
членная, г = 65/*^ а' ч-о^^^у^', винтовъ безконечно большаго пара- 
метра. Такъ какъ все винты безконечно большаго параметра 
входятъ въ группу р, то группа р замкнута. 

Группы пятичленныя. Для пятичленныхъ группъ числа 
Ъ\У\с\с'' двучленны, а числа а\о!^ одночленны. 

Группа (5, III, 2) не можетъ быть замкнутой, ибо группа 
къ ней дополнительная, г— /а'-ь^ув'-ьАу^ шестичленна. 

Группа (5, III, 3). Группа дополнительная имееть видъ 
т^^'а! л-сод^0 '\'СоН^у\ Оси всехь ея винтовъ конечнаго пара- 
метра параллельны оси а!\ между темь оси винтовъ конеч- 
наго параметра группы ^ параллельны плоскости (у^о,/о) ^9 
следовательно, перпендикулярны оси а!. Группа ^ разомкнута. 

Группа гиеетичленная. Эта группа замкнута, такъ кавъ 
она представляеть совокупность всехь винтовъ. 
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Результаты предъидущихъ изсл-Ьдованхй мы резюмируемъ 
следующей таблицей, нал'Ьвой сторон* которой перечислены 
вс4 типы замкнутыхъ группъ, а на правой приведены группы съ. 
ними взаимный. Посл'Ьдн1я получены по правиламъ § 97. 



Группы замкнутыя. 

Одночленны я. 
Вс^ одночленння группы замкнуты. 
Двучленный. 

1. (2,1, 1) Одноосная группа р=аа. 
Совокупность вннтовъ, которые им:Ь- 
ютъ общую ось съ а. 

2.(2,11,2). Группа р^^^^оа^х-^-^лЬ^^ 
винтовъ безконечно бодьшаго пара- 
метра. 

Трехчленны я. 

1. (3,111,0). Группа Р=аоа+Ьо34-с,г, 
при чемъ оси винтовъ образуютъ 
связку и параметры ихъ равны нулю. 

2. (3,111,2). Группа р==аоа+а)&1Р-Ь 
+0)0,7 причемъ оси ^ н у перпен- 
дикулярны къ оси а. Группа со сто и тъ 
изъ винтовъ безконечно большаго па- 
раметра, оси которыхъ перпендику- 
лярны оси а и, винтовъ одинаковаго 
параметра Ра, оси которыхъ обра- 
зуютъ связку прямыхъ параллель- 
ныхъ оси а. 

3. (3,111, Я). Группа ргггоКа.а-нб^З-Ь 
-Ьс^у) винтовъ безконечно большаго 
параметра. 

Четырехчленныя. 

1. (4,111,3). Группа р=а)а1а+й)&1Э-н 
+су съ тремя независимыми винта- 
ми безконечно большаго параметра. 

Шестичленная. 

1. Шестичленная группа. 



Группы съ ними взаимныя. 

Пятичленная. 
Пятичленныя вс^хъ типовъ. 
Четырехчленныя. 

1. (4,11,2). Двуосная группа о6!ару=1 
у^'-{-гу'. Совокупность винтовъ, оси 
которыхъ образуютъ щетку съ осью а. 

2. (4,111,3). Группа рЗсх.&у^^ш^^л^-^- 
+(оу1^'+^у' съ тремя независимыми 
винтами безконечно большаго пара- 
метра. 

Трехчленный. 

1. (3,111,0). Группа аЗл^у^х^л'-^-^ 
-ЬУоР'+'З'оТ' тожественная съ взаим- 
ной съ ней группой р. 

2. (3, III, 2). Группа а,&аРу=а;^а'-Ь 
-^(йу^^'-^-иуг^-^'. Группа состоитъ изъ 
винтовъ безконечно большаго пара- 
метра, оси которыхъ перпендикуляр- 
ны оси ос, и винтовъ параметра— Роц 
оси которыхъ образуютъ связку пря- 
мыхъ параллельныхъ оси а. 



3. (3, 1П, 3). Группа о5аРг=о)(а?1а' 
-Ь#-1--ггО винтовъ безконечно боль- 
шаго параметра. 

Двучленный. 

1. (2,11,2). Группа оадг«а)(а;,а'-Ь 
у?') винтовъ безконечно большаго- 
параметра. 

Исчезающая. 



100. Задача: построишь замкнутую группу, исходя отъ 
двухъ, или трехъ, данныхъ винтовъ. Пусть намъ даны два вин- 
та р^ и р^, которые опред4ляютъ двучленную группу. Груп- 
па дополнительная къ ней состоитъ изъ одного винта ^^ « 
«Тр^р^. Если Рз=>=0, то винты Р1,()25?з будутъ независимы 
и будутъ определять трехчленную группу ^ = (^^^^ +^2?» "^^зРз» 
которая можетъ быть замкнутой, или разомкнутой. Бъ пер- 
вомъ случае, какую бы пару винтовъ р',р" группы мы ни взяли^ 
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строя Уд'р'\ не получимъ новыхъ винтовъ. Во второмъ нав-Ьр- 
ное есть въ групп-Ь хотя одна пара винтовъ ^', ,р'', для кото- 
рыхъ винтъ р^ «= Тр'р" не принадлежитъ группе, такъ что четыре 
винта Р1,^>2>Р8?Р4 будутъ независимы и опредЬлятъ четырех- 
членную группу р = а^р^ -ьазР, +«3^3 ч-а^р^. Если эта группа 
замкнутая, то веЕторныя произведен1я ея винтовъ не дадутъ 
намъ новыхъ винтовъ. Если же она разомкнута, то въ ней 
найдемъ такихъ два винта р' и р", что рз = ^^'9' ^^ будетъ 
принадлежать группе, и независимые винты р^^р^^р^^о^^р^ 
опред'Ьлятъ пятичленную группу. Пятичленныя группы разомк- 
нуты, а потому наверное въ группе найдемъ два винта р\&' 
для которыхъ р^ = Ур'р'' не будетъ принадлежать групп-Ь. 
Винты р,,...рв будутъ независимы и опред'Ьлятъ шестичлен- 
ную группу. 

Такимъ образомъ, исходя отъ двухъ винтовъ р^ и р^, 
или какихъ нибудь другихъ двухъ винтовъ двучленной группы, 
ими определяемой, и поступая такъ, какъ только что было 
указано, непрем'Ьнно придемъ или къ шестичленной, или къ 
какой нибудь другой замкнутой группе. Спрашивается, каждая 
ли замкнутая группа можетъ быть получена указаннымъ спо- 
собомъ и каковы должны быть винты р, и р,, или, лучше, 
двучлейная группа ими определяемая, чтобы придти къ той, 
или другой замкнутой группе? Для решен1я этого вопроса 
д4лаемъ всЬ возможныя относительны группы р'^ сс^Р1+(^2р2 
предположен1я и разсматриваемъ къ какой замкнутой группе 
мы приходимъ въ каждомъ частномъ случае. Такъ какъ эти 
изсл^доватя просты, то мы не будемъ входить въ подроб- 
ности и приведемъ только результаты. 

А. 1. Винты р^ и р2 им4ютъ безконечно большой пара- 
метръ и определяютъ двучленную группу винтовъ безконечно 
большаго параметра. Какую бы пару винтовъ р' и р" этой 
группы ни взяли, Ур'р" = и мы не получимъ новыхъ вин- 
товъ. 

2. Если данные винты р^ ^ Ра им^Ьготъ общую ось, 
или параметръ одного изъ нихъ безконечно веливъ и оси 
параллельны, то они опред^ляготъ одноосную группу р=^аа. 
И въ этомъ случае Ур'р" для какихъ либо двухъ винтовъ 
группы « 0. 

В. Если випты р^ и рз им4ютъ конечный параметръ, 
но оси ихъ параллельны, пли, если параметръ одного изъ 
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нихъ безБОнечно веливъ, но осе непараллельны, тоониопре- 
д^ляють двучленную груапу типа (2, II, 1) р^^^а^а-^сэЬ^/в. 
Эта группа дартъ различные результаты, смотря по тому, бу- 
детъ ля ось а перпендикулярна бъ оси /?, или н^тъ. 

1. Когда а^Л-3^, приход имъ къ замкнутой групп* типа 
(3, Ш, 2) ^^а^а + сэЬ^^в'^сэс^у, причемъ а^-^^о, такъ что 
веб винты вонечнаго параметра имбютъ одинаковый пара* 
метръ. 

2. Когда оси а и /? не перпендикулярны, приходимъ къ зам- 
кнутой четырехчленной групп* (4, 111, 3) р»^аа-^ сэЬ^/З ч- сос^ у 
съ тремя независимыми винтами безконечно большаго пара- 
метра 

С. Если оси винтовъ ^^ и ^, не параллельны и пара- 
метры ихъ не безконечно велики, то они опред'Ьляютъ группу 
типа (2, II, 0) р^а^а + Ьо/?. При этомъ можетъ быть два 
случая. 

1. Когда Р(р^•-Рр2«0 и оси р^ и р^ пересекаются, та 
вышеуказанными построен1ями приходимъ къ замкнутой групп* 
типа (3,111,0) о^а^а-^-Ъ^^^с^у винтовъ параметра нудь. 

2. Въ друтихъ случаяхъ приходимъ къ шестичленной 
групп*. 

Такимъ образомъ вс* замкнутый группы, кром* трех- 
членной группы винтовъ безконечно большаго параметра мо- 
гутъ быть получены вышеуказанныхъ путемъ, исходя отъ вин- 
товъ двучленной группы. 

Если мы, поступая подобно предъидущему, вачнемъ по- 
строен1я съ винтовъ трехчленной группы, то можетъ пред^ 
ставяться три случая. 

1. Данная трехчленная группа замкнута. Тогда векторное 
произведен1е какихъ либо двухъ винтовъ группы снова при- 
надлежитъ групп*. 

2. Если данная группа принадлежитъ къ типу (3, Ш, 2) 
р -= а^^а -ь аэ6^/? -♦- 6ЭС, ^>^, при чемъ оси /? и у не перпендику^ 
лярны къ оси а, то приходимъ замкнутой четырехчленной 
групп* (4, Ш, 3) р «« аа + (оЪ^ в -ь (ос^ у съ тремя независимымвг 
винтами безконечно большаго параметра. 

3. Въ остальныхъ случаяхъ получаемъ шести членную- 
группу. 

101. Замкнуться группы винтовъ и группы движенЫ^ 
Такъ какъ всяк1й винтъ опред*ляетъ оо' движешй неизм*- 
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наемой системы, а именно движен1я, которыя получатся, если, 
связавъ систему съ гайкой винта будемъ поворачивать гайку 
на вс4 возможные углы отъ — оо до + оо, то п — членная группа 
сх)'*"^ винтовъ опред'Ьлитъ оо'* движешй. Эта совокупность 
движен1й называется группой , если два посл'Бдовательныя 
движен1я совокупности, слагаясь, будутъ эквивалентны одному 
движен1Ю той же совокупности. Въ противномъ случае сово- 
купность движений группы не образуетъ. Мы покажемъ теперь, 
что только замкнутыя группы винтовъ опред'Ьляютъ группы 
движен1й, Съ этою ц']&лью обратимся къ р'6шен1Ю сл']&дующей 
задачи. 

Им'Ьемъ два винта а л '/3 съ соотв'Ётствующими имъ гай- 
ками и н'Ькоторую неизм']&няемую систему, занимаюп^ую по- 
ложеше Р^. Сообщимъ гайкамъ посл']Ьдовательныя безконечно 
халыя перем'1щен1я ^ъ такомъ порядк-Ь: 1) перем'Ьстимъ пер- 
вую гайку винта а, 2) перем-Ьстимъ вторую гайку винта /5, 

3) вернемъ первую гайку въ ея первоначальное положен1е и 

4) вернемъ вторую гайку въ ея первоначальное положеше, и 
представимъ себ^, что неизм'Ьняемая система связана пооче- 
редно то съ первой, то со второй гайкой, всякШ разъ съ той 
Езъ нихъ, которой мы сообщаемъ перем'Ьщен1е, сначала съ 
первой, потомъ со второй, загЬмъ снова съ первой и снова 
<;о второй. Неизм'бняемая система получитъ такимъ образомъ 
четыре перем'Ьп^еятя: первая гайка переведетъ ее изъ поло- 
жен1я Рд въ (1), вторая изъ (1) во (2), зат-Ьмъ снова первая 
изъ (2) въ (3) и наконецъ вторая изъ (3) въ Р^. Въ резулъ- 
тат'Ь этихъ перем^щешй гайки придутъ въ ихъ первоначаль- 
ное положен1е, а неизм'Ёняемая система придетъ изъ положе- 
е1я Р^ въ безконечно близкое положен1е Р^, которое, вообще 
говоря, будетъ отлично отъ положен1'я Р^. Но мы можемъ 
перевести неизменяемую систему изъ Р^ въ Р, сра:^у, однимъ 
винтовымъ движен1енъ. Постараемся опред'Ьлить винтъ, это 
движен1е опред'Ёляюп;1й. Мы достигнемъ этого, если вайдемъ 
безконечно малыя приращен1я, которыя получаютъ координаты 
какой либо точки М неизменяемой системы при переходе ея 
изъ положешя Р^ въ Р^ черезъ положешя (1), (2), (3|, исъ 
49Т0Ю ц^лью зададимся вопросомъ бол^е общимъ, определить 
приращен1е, получаемое какой либо функщей отъ координатъ 
этой точки, при сказанныхъ перемещен1яхъ. Означимъ черезъ 
х^у^г координаты точки М безъ значковъ въ ея положен1и Р^ 
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со значками 1,2,3,4 въ положешяхъ (1), (2), (3) иР^, и пусть 
{х^у^^) какая нибудь функц1я. Означимъ черезъ р^^^^^аф^€] 
Рх^Я.х^'^х^^хчКА координаты бивекторовъ а ъ /в. При равно- 
Н'Ьрномъ движен1и первой гайки координаты точки М и ихъ 
функщя /* становятся функщями времени; и легко вид'Ьть, что 
первой производной отъ ^х^у^г) по времени будетъ 

Х/-= (а + а^—гу)^^ -к (6 + гх—р^)^ -н (с ч- ру—дх)^ . 

4 

Второй производной отъ Дж,у,^8?) будетъ XX/*, третьей 
XXX/* и т. д.. Поэтому, если т есть безконечно малый про- 
межутокъ времени, въ течеши котораго происходить движен1е 
первой гайки, то 

/;-/•+ гХГ+|г'ХХ/*+..., (20) 

гд«Ь/*^ »/(гг,,у^,0^. Означивъ черезъ Ху выражея1е, въ которое 
переходитъ Х/, если при буквахъ р,^,г,а,&,с поставимъ зна- 
чекъ 1, черезъ г^ — безконечно малый промежутокъ времени 
движен1я второй гайки, черезъ /*, — /{х^,у^у18^^ найдемъ, что 

/;-/;+гД,/;+^г/х,х./; +...., 

или, заменяя по формул* (20) Х/^, черезъ Х/4- г ХХ/-ь...., 
Х^Х/, — черезъ Х^Х/ч-. . . . , 

/;=/ + (гХч.г,Х,)/4-^(г'ХХч.2гг.ХД+г/Х,Х,)/*+.,(21) 

Дал'Ье, значен1е функщи Д^,2/,;ег), когда первая гайка вер- 
нется въ первоначальное положеше, Дл?з>Уз5^8)'=/з5 будетъ 

но по формул* (21) Х/;-Х/'+(гХ+!гД,)Х/'+...., Х2У,= 
•= ХХ^+ . . . . , следовательно 
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Наконецъ, когда вторая гайка вернется въ свое перво- 
начальное положен1е, ^{х^у^^) обратится въ 

1 

ИЛИ, заменяя /'з его выражен1емъ по предъидущей формул-Ь 
и ограничиваясь членами втораго порядка, 

Л -/-^ ^^. № ^- А^^^. у -/^-ь тт^ (X. X)/; 

-ь(б^н-Ру-е^)^, (22) 

и Р,^,В^А^В^С определяются формулами (8) § 14, Чтобы 
определить теперь приращен1я, получаемыя координатами точки 
М при переход*! изъ положешя Р^ въ Р, нужно только по- 
ложить Да;,у,^) попорядку«ж, потомъ = у, и наконедъ»^; 
тогда получимъ формулы 

х^ — х^6х^{А + ^2—Ву)т^ 
у^—у=^6у^{В -\'Вх—Рг)г^, 

г^ —г = (У^ == (С + Ру —Ях)г1, 

гд* Г1^тт^^ изъ которыхъ вытекаетъ 

Теорема I. Виишъ, опредтьляющгй перемтьщенге изъ Р^ 
въ Р^, есть векторное произведете вгшшовъ а и /3^ Уа^З. 

Допустимъ, что а и /? два винта н-Ькоторой группы вин- 
товъ р, которая опред4ляетъ группу движен1й; тогда всЬ 
движен1я: переводящее систему изъ положенхя Р^ въ (1), изъ 
(2) въ (3), изъ (3) въ Р^, а следовательно и движете, 
которое переводитъ систему изъ Р^ въ Р^ и оцределяетса 
винтомъ Уа/З^ должно принадлежать групп* движен1й. Поэтому 
винтъ Уа/в долженъ входить въ составъ группы о, а такъ 
какъ а ж Д могутъ быть 1^кими угодно винтами группы ^, 
то векторное произведенхе двухъ произвольно взятыхъ винтовъ 
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• 

группы р должно принадлежать группе ^, и группа р должна 
быть замкнутой. Такимъ образомъ замкнутость группы вин- 
товъ является услов1емъ необходимымъ для того, чтобы она 
могла определять группу движен1й. Это услов1е вм^ст-Ь съ 
т']&мъ и достаточно. Бъ самомъ д'ёл^, разсматривая замкнутыя 
группы, перечисленный въ § 99, легко видеть, что движен1я, кото- 
рыя опред'Ёляются винтами какой нибудь изъ нихъ, слагаясь, 
всегда даютъ движен1е, опред']&ляемое однимъ изъ винтовъ 
той же группы. Итакъ мы им'Ьемъ теорему: 

Теорема II. Только замкнутый группы винтовъ опредп>' 
ляютъ группы движенгй. Движенья жву опредп>ляемыя разомк- 
нутой группой винтовъ^ группы не образуют^. 

Сд']§лаемъ еще зам'%чан1е по поводу формулы (22). Скобки 
{Х^Ху, составленныя изъ двухъ выражен1й X/' и Х^/", отв-Ь- 
чающихъ бввекторамъ а и /?, представляютъ выраженхе по- 
добное Х^ и Х^/^у отвечающее бивектору УаВ. Поэтому, если 
мы означимъ черезъ Х^/' результатъ замены въ Х^/* значковъ 
1 у буквъ р^^(1,Хч(^^^^(^ значками 2, черезъ у бнвекторъ съ ко- 
ординатами р,,?,,г,,а2,Ь,,с,, то выражеше (ХДХХ^)/* будетъ 
подобно X/*, ХУ и X,/' и будетъ соответствовать бивектору 
УуУа^у и тожество ^асоЬ^: 

(Х(ХД.)) + (ХДХД)) + (Х.(ХХ.)) = о 

будетъ эквивалентно тожеству 

У а У^у -н У^ЗУуа + УуУа^З = О, 

которое мы разсматривали въ § 90. Такимъ образомъ теорема, 
формулированная нами въ конце § 90 есть геометрическое 
толковаше тожества ^асоЬ^ для указаннаго частнаго вида 
выраженхй X/*, X/, Х^, 



Глава 

102. ОпредП)Ленгя. Лагранжъ въ своемъ классическомъ 
трактате Мёсашдие Апа1у^^^ие ясно формулировать услов1я^ 
которымъ должны удовлетворять связи системы матерьяльныхъ 
точекъ, чтобы имелъ место законъ движен1я центра тяжести, 
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или момента количествъ движен1я. Центръ тяжести системы 
будетъ двигаться въ н']&которомъ направлен1и вакъ матерьяль- 
ная точка, къ которой приложены вс^ силы системы и въ ко- 
торой сосредоточена вся масса системы, если связи позволяютъ 
сообщить систем* во всякомъ ея положен1и иоступательное 
перемФщенхе по этому направлен1ю. Для того, чтобы им^лъ 
м']&сто законъ моментовъ количествъ движен1я относительно 
какой нибудь оси, нужно, чтобы систему точекъ во всякомъ 
ея положеши можно было повернуть вокругъ этой оси. Итакъ 
Лагранжъ предполагаетъ, что можно, не изменяя относитель- 
наго расположен1я точекъ системы, сообщить ей въ первомъ 
случа* поступательное перем'Ьщен1е, во второмъ — вращатель- 
ное. Но оба эти перем'Ьщен1я представляютъ лишь частный 
случай самаго общаго, на которое способно твердое т^ло, — 
перем'Ьщешя винтового, а потому весьма естественно задать- 
ся вопросомъ, что дастъ намъ принципъ Б'А1етЬег*.'а въ 
€оединен1и съ принципомъ возможныхъ перем'Ьщенхй, если 
связи позволяютъ сообщить систем* во всякомъ ея положенш 
винтовое перем'Ьщен1е. Этотъ вопросъ приводитъ насъ къ 
винтовымъ интеграламъ, свойства которыхъ, какъ увидимъ, 
т4сно связаны съ результатами предъидущей главы. На суще- 
ствован1е винтовыхь ивтеграловъ было указано впервые г. 
Се^^и^^(„NиоVа Леогета депега1е Й1 тессап1са*'. АШ йе11а К. 
Асай. йе1 Ьтпсе! (3), II; „1п1огпо ай ипа ^епегаИггагшпе 
ай а1сиш 1:Ьеогет1 Ш тессашса", СоНес^апеа та<;Ь. 1П тет. 
е. СЬеНп!). Мои изсл4дован1я, относящ1яся къ винтовымъ 
интеграламъ, которыя составятъ содержан1е этой главы, слу- 
жили предметомъ двухъ сообщен1й (Изв. Каз. Ф. М. Общ. 
(2), IV, протоколъ 35 зас ; Дневникъ IX съ-Ьзда Р. Ест. и 
Вр.,№==6) и зам'Ьтки. помещенной въ Сотр1;е8 Кепйив (СЕ. 
1894, СХУШ, р. 129). 

Условимся предварительно въ н-Ькоторыхъ терминахъ. 

I. Если связи системы таковы, что можемъ, не изменяя 
относительнаго расположен1я точекъ, сообщить всей систем-Ь, 
во всякомъ ея положен1и, некоторое винтовое перем^щенхе, 
то будемъ говорить, что для системы возможенъ кинематиче- 
СК1Й винтъ. Бивекторъ и винтъ, оаред'6ляющ1е возможное 
винтовое перем'Ьщен1е, будемъ называть возможными. Группу 
винтовъ будемъ называть возможной, если всЬ винты группы 
возможны. 
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II. СложЕмъ ВСЁ сиды, приложенныя въ точвамъ си- 
темы по правилу Р01П801, т. е. такъ, какъ если бы он^Ь дей- 
ствовали на твердое т^ло. Мы получимъ одну силу и одну 
пару. Бивектор'ь, характеризующ1й эту совокупность назовемъ 
бивекторомъ силъ, а винтъ, на которомъ онъ лежитъ сило- 
выыъ винтомъ. 

III. Изобразимъ количество движен1я каждой точки сис- 
темы векторомъ и сложимъ ьсЬ векторы такъ, какъ если бы 
они изображали собой силы, приложенныя къ точкамъ тверда- 
го т4ла, — получимъ главный векторъ и пару. Бивекторъ^ харак- 
теризующ1Й эту систему, назовемъ бивекторомъ количествъ 
движешя, а винтъ, на которомъ онъ лежитъ, винтомъ коли- 
чествъ движен1я. 

103. Возможные винты. Голономпыя системы.Щстъ им'^емъ 
систему, состоящую изъ п точекъ {х^ у^ ^-) (г=1,2,..п), воз- 
можныя перем4щен1я которыхъ, бх- 6у^ 6^- связаны между 
собой $ уравнениями 

1:{Л1^гдх^ + Вл.^6у^ + С;^,6^^) » О, А =« 1 ,2,...5 (1) 

тл.^ А]с1^ Вц^ С]^1 суть н^которня функц1И отъ координатъ 
точекъ системы и могутъ зависФть также отъ времени. Си- 
стему точекъ будемъ называть голономной *), если система 
ур. (1), разсматриваемая какъ система ур. въ полныхъ диф- 
ференщалахъ, интегрируема и стало быть эквивалентна 5 ко- 
лечнымъ уравнешямъ вида 

Д = С;ь, А;«1,2,...8 (2) 

гд-Ь /5^ суть н4которыя функщи отъ координатъ точекъ (и 
времени) и С;^ постояяныя, и неголономными — въ противномъ 
случа*. Для голономныхъ системъ функц1и /> будемъ назы- 
вать функщями связей. 

Если для системы возможенъ кинематически винтъ а^ 
(р, о, г, а, Ь, с. ), то мыможемъ точкамъ системы, въкаждомъ 

4/^1511, 15 1.1,1,/? ^ ^ 

положен! И ея, занять которое допускаютъ связи^ сообщить оез- 
конечно малыя перем'Ьщен1я в^х^^&у^б^^^ опред'Ьляемыя фор- 
мулами 

бx^^{а^+^^г^—^^у^)е, 

^Уг-фх-^Г^^г—Рх^г)^^ г-:1,2...П (3) 

6^^ = {с^+р,У^—^,x^)е, 



*) Терминъ заимствуемъ у Нег^'а, МесЬапПс, р. 91. 
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гд^ г есть величина безконечно малая одинаковая для вс'кхту 
точекъ системы. Эти перем'Ьщен1я, какъ перем'Ьщен1я возмож- 
ныя, должны удовлетворять ур. (1), и потому для всЬхъ по- 
ложешй, занять которыя позволяютъ связи, 

а^ 1Аы ч- \ 23 ы -н с, ЕС и -+- V, ЩгСи~фк^ 

г г I г 

+ 2^1:{г(Ац—Х1С1ц) + г^2{х1Вц—у(Ац)-=0. А=-1,2,...8 (4) 

Таковы необходимыя и достаточныя услов1я для того, 
чтобы винта а^ былъ возможенъ. Благодаря линейному и одно- 
родному виду посл'Ьднихъ ур. относительно Еоординатъ винта 
а^, легко показать, что винтъ е^а^ ч-б'^а^н-..., гд* 6^,6,,... суть 
н'Ькоторыя вещественныя числа, будетъ возможнымъ, если 
винты а^ а, ... возможны. Такимъ образомъ мы им'Ёемъ 
теорему: 

Теорема I. Если еиншы а, а^ ... возможны, то возможна 
и группа^ ими опреогьляемая. 

Отсюда слйдуеть, что совокупность всЬхъ возможныхъ 
для данныхъ связей винтовъ образуетъ непремЬнно группу 
винтовъ. 

Предъидущая теорема справедлива будетъ ли система го- 
лономной или н'Ьтъ. Напротивъ, сл^дующ1я теоремы, которыя 
мы докажемъ въ этомъ параграфе, имФютъ м-Ьсто только въ 
томъ случае, когда связи могутъ быть выражены ур. (2), и, 
следовательно, система голономна. Разсмотримъ, какъ въ этомъ 
случа* выразятся услов1я возможности винта а^. Теперь ур. 
(1) мы можемъ зам'Ёнить имъ эквивалентными ур. 

а ур. (4) заменятся системой ур., которыя будутъ выражать, 
что каждая изъ функщй />^ связей удовлетворяетъ у р. 

гд* 
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Тавимъ образомъ, для того, чтобы винтъ а, былъ возмо- 
женъ, необходимо и достаточно, чтобы всЬ функщи связей въ 
каждомъ положен1и системы удовлетворяли предъидущему ур.. 
Такъ какъ для точекъ системы возможны только ташя полр- 
женхя, которыя допускаютъ связи, то н'Ьтъ необходимости, 
чтобы функщи Д удовлетворяли ур. Х^^^ О тожественно, 
вполне достаточно, если он* будутъ удовлетворять ему въ 
силу соотношешя /^ = (7;^. 

Донустимъ теперь, что кром* возможнаго винта а^ суще- 
ствуетъ еще возможный винтъ а^(р^ д, ^г,^2,^2 ^й) такъ что 
функщи связей удовлетворяютъ не только ур. X^^^=0, но и 
ур. Х^/^—О, гд-Ь Х^ получается изъ X/ заменой у буквъ 
'Р^Ъг^а^^с значка 1 значкомъ 2. Функц1и связей, удовлетворяя 
въ силу какихъ либо соотношений между переменными двумъ 
ур. -Х^/*=0 и Х,/*= О, на основаши известной теоремы, будутъ 
удовлетворять въ силу т-Ьхъ же соотношен1й и ур. X^X^ — 
Х^Х/=(Х,Х/)/'«=0. Но вычисляя (Х^Х^)/; мы получаемъ для 
него выраженхе, которое отличается отъ Х^/* только т^мъ, что 
въ немъ вместо р^ ,д^^ ,г^ .а^ ,6, ,с, стоятъ соотв-Ьтственно коорди- 
наты Р,^^Е^А,В,С бивектора Уа^а^, а потому изъ ур. 
(Х^Х^/^^О (/с = 1,2,...8) будетъ следовать, что винтъ Уа^а^ 
также возможенъ. Итакъ им'Ьемъ теорему: 

Теорема II. Если для голономной системы винты а^ и а^ 
^озмооюны^ та возможенъ и винтъ Уа^а^, 

Изъ теоремъ I и II вытекаеть следующая. 

Теорема III. Совокупность всгьхъ возможныхъ винтовъ 
образуетъ для голономной системы замкнутую группу. 

Предположимъ, что система голономна, и пусть Г есть 
группа всЬхъ возможныхъ винтовъ, такъ что н'Ьтъ ни одного 
возможнаго винта, который не принадлежалъ бы группе Г, 
Группа Г будетъ замкнутой (§ 99). Въ самомъ д-Ьл*, если она 
не замкнута, то мы могли бы найти такихъ два винта груп- 
пы, а! и о(!\ что Уо(!а!^ къ групп-Ь не принадлежитъ. Этотъ 
винтъ по теорем*. II будетъ возможнымъ, такъ что будемъ 
им-бть новый возможный винтъ, не принадлежащШ групп*, 
Р, что противор'Ьчитъ предположению, что всЬ возможные 
винты входятъ въ группу г. 

Такимъ образомъ между голономными и неголономными 
системами есть существенная разница. Тогда какъ, какую 
бы группу винтовъ Г мы ни взяли, всегда можемъ построить 
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неголономеую систему, для которой эта группа была бы воз- 
можной, группа Г должна быть необходимо замкнутой, чтобы 
она могла быть совокупностью вс']&хъ возможныхъ для голо- 
номной системы винтовъ. Докажемъ. что это услов1е не только 
необходимо но и достаточно. 

Теорема IV. Существуюшъ голономиия системы, для ко- 
торыхъ данная з-членная замкнутая группа Г будетъ сово- 
купностью всП)Хъ возможныхъ винтовъ. 

Примемъ каше нибудь $ невависимыхь винтовъ а^^ а^ ... 
группы Г за основные винты. По теорем* I группа Г будетъ 
возможной, если винты а^,а^.., возможны, для чего, въ свою 
очередь, необходимо и достаточно, чтобы функцхи связей /^ 
удовлетворяли ур. 

Х^/=0, ^-=1,2,...5 (6) 

гд* Х^/' получается изъ Х^/' (5) заменой у буквъ р,с[,г,а)),с 
значка 1 значком!, /г, и величины р^,д]к^Г]^^а)^,Ъл^с^^ суть ко- 
ординаты винта а>^. Нужно, сл-Ьдовательно, доказать, что си- 
стема диф. ур. (6) допускаетъ р'Ьшенхе. 

Въ выражен1и (Х^Х^ ) /" величины Р,^,В,А,В,С суть ко- 
ординаты винта Уа^а.^. Такъ какъ, по предположешю, группа 
Р замкнута, то Уа^а,^ принадлежитъ групп*: Уа^а^=^е^а^ + 
е^Лз + ... -ь е^а^, гд-Ь е^ ,е^у. е^ н'Ькоторыя вещественныя числа, и 



А^е^Оу^ -+-ева^ + ... -^е^а^, 



Отсюда им-Ьемъ {Х^Х^/'=е^Х^^'^,..-^е^Х^^. Также дока- 
жемъ, что и ВС* выражен1я (Х^Х^)/* (г,/с»=1, 2,... 5) суть линей- 
ныя функщи отъ Х;^/1 Такимъ образомъ система ур. (6) есть 
система полная и функщи, удовлетворяющ1я ей, существуютъ. 

Зам4тимъ при этомъ, что всл*дств1е независимости 
винтовъ а^,а^у,.а^ выражен1я Х/,,Х,/,...Х«/' между собой также 
независимы, такъ что система ур. (6) есть полная система, 
состоящая изъ 5 независимыхъ ур.. Поэтому существуетъ 
Зп—8 независимыхъ между собой функщи (р^,^^.... Уз^»— «» 
удовлетворяющихъ ур. (6), и ихъ общимъ интеграломъ будетъ 
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произвольная фунвщя отъ (р. Функщи связей будутъ функ- 
щями отъ (р. 

Припоминая зависимость между замкнутыми группами 
винтовъ и группами движешй, можемъ теоремы III и IV 
формулировать такимъ образомъ: 

Теорема V. Совокупность винтовыхъ движенгй^ воз- 
можныхъ для голономной системы, образуюшъ группу движе- 
нгй. Обратно, каждая группа двиш^енгй возможна для ип^ко- 
торой голономной системы. 

104. Связи длязамкнутыxъвозможныxъгруппъ,1?в^гсмо^!ри^ъ 
последовательно вс4 типы замкнутыхъ группъ въ томъ по- 
рядк'Ь, какъ он4 перечислены въ § 99 и покажемъ для нихъ 
видъ Зп—8 независимыхъ интеграловъ 9^, ,9^2>--9^зя-« УР- (^)- 
Желая въ каждомь частномъ случа* определить функцхи 9^, 
мы можемъ выбирать независимые основные винты а^,а,,... 
а, данной замкнутой группы такъ, чтобы ур. Х;^/'-=0 по воз- 
можности упрощались. 

Группа (1, I, 0) ^=а^а. Принимая ось винта а за ось 
^5 полагая а = а^ , им'Ьемъ р^^д^ =а^=Ь^= О, с^ = с,г^ = 1 , 
гд4 с есть параметръ винта « = «1, и 

' ^ ду ^дх' дг 

Легко проверить, что это ур. им-Ьетъ сл'Ьдующ1е '6п — 1 
независимые интегралы: 



г. г, 

С С 


г— 1,2,...п 


^1 ^1 • 


Ъ — '" ^■^■•••■г&« 



Группа (1,1,1) о-=-соа^а. Разсматривая этотъ случай 
какъ частный случай предъидущаго (с-=оо), им-Ьемъ: 

и интегралы 

х^у^ г=1,2,....м 

2- — 12^ г =^ 1,,оу.,*Пш 
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Группа (2,1,1) о^аа. Совм'Ьстпмъ ось г съ осью а, и 
примемъ за основвые винты а^ и а, группы винтъ безконечно 
большого параметра и винтъ параметра нуль. Тогда им^емъ 

^' дг ' *' ^ ду ^ дх 
Эти ур. им'Ьютъ сл-Ьдующте интегралы 

^1*-^У/\ г=1,2,.../г 

^г^к-^УгУк' ^'^= 1;2,....^;г=1=л: 

Зам^тимъ, что между функщями а;^.а:^4-|/^|/;^ независимыхъ 
между собой и отъ функщй ж/ч-.у^-^ столько, сколько незави- 
симыхъ угловъ между п рад1усами векторами на плоскости, 
т. е. п—\\ следовательно между предъидущими функщями 
Ъп — 2 независимыхъ. 

Труппа (2,11,2) р = б9а^а + б}Ь^/?. Плоскость, которой парал- 
лельны оси винтовъ, примемъ за плоскость ху^ а за винты 
С1^^си^ возьмемъ винты, которые им^ютъ своими осями оси 
X ж у. Тогда ^?,=^^-г^ = &^=с,=0,а,=1; у^ = (1^^г^^а^^ 

х/-г|-о,х/-г|-о. 

Ъп — 2 независимыхъ ин^-еграла таковы 

ж,— ж,, У1—у^ г = 2,3....п 

Группа (3,111,2) ^^соа.ал-соЬ^/^л-Соу, при чемъ оси а и /5 
перпендикулярны къ оси у. Примемъ какой либо винтъ группы 
конечнаго параметра за а, и совм4стимъ съ его осью ось г\ 
за винты а^ и а^ возьмемъ винты безконечно большого пара- 
метра, имеющ1е своими осями оси X ^ у. Тогда «1=1.62=1? 
Гз=1,Сз=:с, остальныя координаты винтовъ а^^а^.а^ рав- 
Бы нулю, и 
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Эти ур. им^ютъ сл4дующ1е Зп — 3 независимые инте- 
гралы: 



/^ "^ ^ ^0 ^»ш»71 



С/ С 

Группа (3,111,0)р = аоЛ н- йо/? + с^у, при чемъ оси винтовъ 
а,/?,^ всЬ пересЬкаются въ одной точе* и параметры ихъ 
равны нулю. Примемъ центръ связки за начало координатъ , 
и за винты а^,а,,ад возьмемъ винты, им'Ьющхе своими осями 
оси координатъ. Тогда р,=\^д^=::]^г^=1^ остальныя коорди- 
наты равны нулю, и 

Эта система им'Ьетъ сл'Ьдующхе интегралы: 

^/-^-у/ + ^.•^ г=1,2,..^ 

^г^к^У1Ук + ^1^к' г>=1,2,...п; г=1=А;. 

Функц1й х^Х]^'^У'у^-^г^г}1 независимыхъ между собой и отъ 
функц1й Х1^л-у^ -^ г^ столько, сколько независимыхъ угловъ 
между п рад1усами векторами, т. е. 2^ — 3; следовательно, 
указанный функц1й образу ютъ систему Зп — 3 независимыхъ 
интеграловъ. 

Группа (4Д11,3) о^=^соа^а-^соЪ^р^-су. Примемъ ось у 
за ось ^, за винты а, «« а, возьмемъ винты безконечно боль- 
шого параметра, осями которымъ служатъ оси координатъ, 
а за ввнтъ а^^ винтъ параметра нуль, им']&ющ1й осью ось г. 
Тогда гг^=6^=Сз=г^=1, остальныя координаты винтовъ а, а^ 
^3 5^4 равны нулю, и 

^./'=^|=«' ^-Г^^^у^' ^.'■-4-'' 
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Зп — 4 независимые интегралы этихъ ур. таковы: 

у^~^' Л 1 г=2,3...п 

{х.—х){хл—х,)'^{у^—у,){у]к—у^. г,к=2,3.,.щ г^к. 

Группа (6,111,3) ^^=■аа'\'Ъ^З^^су. Примемъ за винты 
а^ а^ а^ винты без конечно большого параметра и за винты 
а^а^а^ — винты параметра нуль, им'Ьющхе своими осями оси 
координатъ. Тогда (7,=Ь2=Сз=^?^=д5=^б=^> ^ст^ьныя коор 
динаты равны нулю и 

х/ь=2;|^о, х/=2;|^=о, х/=2;^=о 



Х/=2:{у% - Д)=0, Х/= Е{Л - #)=0, 

Х/=2{х^—у^)^0. 
^' ^ ду ^дх^ 

Независимые З^г— 6 интеграловъ этихъ ур. таковы: 

(гг.— а;^'^-(у,.— у^' + (^.-^^*, г=2,3,...п 

(^,— ^1 )(^>б— ^1 ) + {У1—У, ) {у к— У, ) + 

+ (-2Г;ь — г^){г1 — г^). г,А;=2,3,.. >г; г=«=/?. 

105. Силовые винты. Пусть къ точкамъ системы приложены 
силы (X,- У^. 2^)(г=1,2,...^) при чем ъ Х^- У^. 2Г^. суть н-Ькоторня 
функц1и отъ координатъ точевъ системы' и могутъ зависать 
также отъ времени и скоростей точекъ. 

Координаты силового бивектора будутъ 

Х=ЕХ, У=2^У, г=12 

ь^щг—^у), м=1;{^х—хг), к=:1;{хУ—уХ) 

Если для вс4хъ возможныхъ положен1й системы силовой 
бивекторъ будетъ взаименъ съ винтомъ ос^{р^ ^^ г^ а^ Ъ^ с^) то 

а^Х+Ъ^У+с^г + р^Ь + ^.М-^г^К^^ (7) 

для всЬхъ возможныхъ значешй координатъ х^^у-^2!*. Изъ при- 
веденнаго услов1я взаимности винтовъ а^ и силового легко 
выводится следующая известная 
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Теорема I. Если вгттъ (Х,У,^,С/,Ж,Л^ взаименъ съ 8 
винтами а^^а^^...аз, шо онъ взаименъ и со всгьми винтами 
группы, ими опредтьляемой. 

Эта теорема справедлива, будутъ ли силы, приложенныя 
къ точкамъ системы, обладать потенц1аломъ или н'Ьтъ. Напро- 
тивъ, сл-Ьдующ^я теоремы им'Ьютъ мЬсто только тогда, когда 
силы обладаютъ потенщаломъ ?7, такъ что 

Въ этомъ случа* услов1е взаимности (7) винта а^ съ 
силовымъ приметъ видъ X, [7=0, гд'Ь Х^ V есть выраженхе, 
въ которое обращается X/ (5), когда функщю /* зам'Ьнимъ 
черезъ Т]. 

Допустимъ, что силовой винтъ для вс4хъ возможныхъ 
положен1й системы взаимепъ не только съ а, но и съ вин- 
томъ ос^{р^Д^^'^^^с1^Ьс^,)- Тогда функшя силъ будетъ удовле- 
творять двум'ь ур' А, {7=0 и Х^ Ь=0, гд* Х^ V получается 
изъ Х^ II заменой у буквъ р.^^г^а^Ь^с значковъ 1 значками 2. 
Фуякщя V будетъ удовлетворять, следовательно, и ур. {Х^Х^)11 
=0, такъ что припоминая выражен1е (Х^Х^), им'Ьемъ теорему: 

Теорема II. Если силы обладаютъ потенцгаломъ и для 
всгьхъ возможныхъ положены точекъ системы силовые винты 
взаимны съ винтами а^ и а^^ то для т7ьхъ же положенгй 
они будутъ взаимны и съ винтомъ Уа^а^, 

Подобно тому, какъ изъ теоремы II §103 была получена 
теорема III § 103, такъ теперь изъ теоремы II вытекаетъ 

Теорема III. Если силы обладаютъ потенцгаломъ^ то 
совокупность всп>хъ вгштовъ, взаимныхъ съ силовыми^ образуюшъ 
замкнутую группу. 

Отсюда сл^дуетъ, что силовые винты для консерватив- 
ной системы могутъ образовать только группу взаимную съ 
замкнутой, т. е. группу одного изъ т-Ьхъ типовъ, которые 
приведены вь правой половине таблицы § 99. 

Теорема IV. Всегда можно подобрать токую функи,ъю 
силъ^ чтобы совокупностью всп>хъ винтовъ, взаимныхъ съ сило- 
выми винтами, была данная замкнутая группа. 

Д'Ьйствительно, пусть независимые винты а^ ад ...а^ опре- 
д-Ьляютъ замкнутую 8-членную группу и пусть II есть иско- 
мая функщя силъ. Для того, чтобы силовые винты были вза- 
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имны съ данной группой необходимо и достаточно, чтобы V 
удовлетворяла ур. 

Х^^и=0 (^=1,2,... 5) (8) 

тожественнымъ съ ур. (6) предыдущаго параграфа. При до- 
Еазательств-Ь теоремы IV § 103 мы вид'Ьли, что система ур. 
(6) [или (8)] совместна и им'Ьетъ Зп — 5 независимыхъ инте- 
граловъ. Наша теорема такимъ образомъ доказана. Въ§104 
мы проинтегрировали ур. (6), поэтому мы можемъ восполь- 
зоваться результатами этого §, чтобы для каждой данной 
замкнутой группы написать общ1й видъ функщи силъ. 

Припоминая механическое значен1е услов1я взаимности 
двухъ винтовъ, мы можемъ теоремы 1П и IV соединить въ 
одну: 

Теорема V. Если силы обладаютъ пошенцгаломъ, то со- 
вокупность виншовыхъ движенги, при кошорыхъ работа силъ 
равна нулю образуешь группу движенгй. Обратно, какую бы 
группу движенгй мы ни взяли, всегда можно подобрать такую 
функи,гю силъ, что силы при всгьхъ движенгяхъ группы работы 
производить не будутъ. 

СдЬлаемъ теперь несколько зам'Ьчае1й по поводу теоре- 
мы III. 

I. Если, изслЬдуя силовые винты, мы найдемъ, что сово- 
купность всЬхъ винтовъ, взаимныхъ съ силовыми винтами, 
соответствующими всЬмъ возможнымъ положен1ямъ системы, 
образуютъ разомкнутую группу, то силы, приложенныя къ 
точкамъ системы, не им'Ьютъ потенщ'ала. Такъ наприм^рт^, 
если силовой винтъ для всЬхъ положен1*й системы одинъ и 
тогъ же, или всЬ си.ювые винты им'Ьютъ общую ось, то силы 
потенц1аломъ не обладаютъ. 

II. Пусть мы имеемъ конгруэнщю двухъ линейныхъ ком- 
плексовъ. Она определится некоторой двучленной группой и 
можетъ быть разсматриваема какъ совокупность винтовъ па- 
раметра нуль взаимныхъ съ этой последней. Предположимъ, 
что силы, приложенныя къ точкамъ системы, действуютъ 
по лучамъ конгруэнщи и разсмотримъ какой видъ должна 
им^ть конгруэнщя для того, чтобы силы могли обладать по- 
тенцхаломъ. Каждую изъ силъ, приложенныхъ къ отдельной 
точке системы, можемъ разсматривать какъ бивекторъ пара- 
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метра нуль, а силовой бивекторъ для всей системы какъ сумму 
такихъ бивекторовъ. Каждый изъ нихъ взаименъ съ группой, 
определяющей конгруэнц1ю, съ этой группой будетъ взаименъ 
следовательно и силовой винтъ всей системы. Поэтому, чтобы 
силы могли обладать потенц1аломъ, группа, определяющая 
конгруэнц1ю, должна быть замкнутой Но обращаясь къ таб- 
лиц4 замкнутыхъ группт, видимъ, что существуетъ только 
дв* двучленныя замкну тыя группы: одноосная и группа вин- 
товъ безконечно больпгого параметра. Въ первомъ случае кон- 
груэнц1я будетъ щеткой, во второмъ связкой параллельныхъ 
прямыхъ. 

Эам^тимъ, что когда силы, приложенныя къ точкамъ си- 
стемы будутъ центральными съ общимъ центромъ, то и си- 
ловой винтъ всей системы будетъ ъж'кть параметръ равный 
нулю и ось его будетъ проходить черезъ центръ силъ. Сило- 
вые винты образуютъ, следовательно, группу взаимную съ 
замкнутой группой типа (3,111,0) и силы могутъ обладать 
потенщаломъ. Лучи связки можемъ разсматривать какъ кон- 
груэнщю двухъ линейныхъ комплексовъ (точнее, какъ часть 
конгруэнц1и); такимъ образомъ им^емь теорему: 

Теорема VI. Если силы, приложенныя къ точкамъ, дгьй- 
сшвуюшъ по лучамъ конгруэнцги двухъ линейныхъ комплексовъ, 
то онгь могутъ обладать потенщаломъ только тогда^ когда 
конгруэнцгя будетъ или щеткой, или связкой, съ центромъ 
на конечномъ, или безконечномъ, разстоянги. 

Эта теорема будетъ справедлива, конечно, и въ томъ 
случае, когда система состоитъ изъ одной точки. Теорема 
показываетъ намъ тогда, что три примера на опред4леше 
потенцхала силы, приложенной къ точке, которые даетъ г. 
Р. АрреП въ своемъ курсе (Тга11ё йе Мёсашдие, Т. I, р. 107) 
представляютъ единственные случаи, когда сила, приложенная 
къ точке, действуя по лучамъ конгруэнщи двухъ линейныхъ 
комплексовъ, имеетъ потенц1алъ. Разсматривая систему, состоя- 
щую тоагько изъ одной точки, можемъ, очевидно, формулиро- 
вать предъидущую теорему такимъ образомъ. 

Поверхности ортогональныя къ лучамъ конгруэнцги двухъ^ 
линейныхъ комплексовъ сугцествуютъ только тогда, когда кон- 
груэнцгя будетъ или связкой, или щеткой. 
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Въ первомъ случае поверхности будутъ концентр ическ1я 
сферы (система параллельныхъ плоскостей), а во второмъ 
круговые цилиндры съ общею осью. 

106. Винтъ^ноличествъ движеи'т. Законъ моменшовъ би- 
вектора колиуесшвъ движенья. Если т- (г=1,2,... ^) суть 
массы точекъ системы, то бивекторъ количествъ движения бу- 
детъ им'Ьть своими координатами выражен1я: 

Ишх^ ^^шу\ 1,тг^ 

Ет (у г' — ^1/') , Ет {гх' —хг')^ 2т (ху' —ух' ) , 

гд* ж/, «//, ;8г/ (г = 1,2,../г) суть производныя по времени отъ 
координатъ точекъ системы. 

Теорема. Если для системы возможет кинематическЫ 
€мнтъ, то производная по времени отъ момента бивектора 
количествъ движенгя относительно возможнаго винта рав- 
няется моменту силового бивектора относительно того же 
винта. 

Если а^ (Рп ?1? ^, ? ^1? ^,? <^, ) возможный винтъ, то пере- 
м'Ьщешя,'опред'Ьляемыя формулами (3) § 103 будутъ возможными 
перем'Ьщенхями. Внося ихъ въ формулу, выражающую прин- 
ципъ Б'А1еюЬег1:'а, получаемъ 

^^^ = а,X+Ь^-^с^г^р^^^^,М+^^N , (9) 

гд* /9^ = а^ Етх' н- &, Ету' -ь с^ Ет^' 

л- р^1ш{уг' —й^у) -\- ц^Ет{гх' — хз;') -^г^1т{ху' —ух'). (10) 

Равенство (9) и выражаетъ теорему 

Если для системы возможна 5-членная группа, то бу- 
демъ им-бть 5 независимыхъ ур. вида (9), совокупность кото- 
рыхъ можно назвать закономъ моментовъ бивектора коли- 
чествъ движен1я относительно возможныхъ винтовъ. Въ част- 
номъ случае, когда возможная группа будетъ типа (3, III, 3) 
эти ур. обратятся въ ур., выражающ1Я законъ движен1я цен- 
тра тяжести, когда возможная группа будетъ типа (3,111,0) 
и параметры вс4хъ винтовъ будутъ равны нулю, то ур. бу- 
дутъ выражать законъ моментовъ количествъ движен1Я. 
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107. Винтовой интегралъ. Если силовой винть будетъ 
взаименъ съ возможнымъ винтомъ, то вторая часть ур. (9) 
обратится въ нуль и мы получаемъ интегралъ 

5^ == С0П8{. 

Интегралы такого вида будемъ называть винтовыми инте- 
гралами; винтъ а^, его ось и параметъ — винтомъ, осью и 
параметромъ интеграла. Такимъ образомъ им'Ьемъ теорему: 

Теорема. Если силовой винтъ взаименъ съ винтомъ воз- 
можнымъ, то существуете винтовой интегралъ для возмож- 
наго винта. 

Винтовой интегралъ, въ частномъ случае, когда пара- 
метръ его безконечно великъ, Ра^ =оо, обращается въ инте- 
гралъ, который выражаетъ законъ сохранен1я движен1я центра 
тяжести по направлен! ю оси а, и можетъ быть названъ по- 
ступательнымъ интеграломъ. Если же Ра^=0, то вивтовой 
интегралъ обращается въ интегралъ площадей для плоскости 
съ осью а, и можетъ быть названъ вращательнымъ интегра- 
ломъ. Принявъ ось а^ за ось ^, мы видимъ, что винтовой 
интегралъ 

5^ = Ет{ху^ — ух^) -ь Ра^ . Етг' = сопзи ( 1 1 ) 

им'Ьетъ сл'Ьдующ1й смыслъ: сумма произведен1й массъ точекъ 
на площади, которыя описываютъ проэкщи радхусовъ векто- 
ровъ, проведенныхъ отъ точекъ на оси интеграла къ точкамъ 
системы, на плоскость перпендикулярную къ оси, сложенная 
съ разстоян1емъ центра тяжести системы отъ этой плоскости, 
умножевнымъ на массу системы и на параметръ, растетъ 
пропорщонально времени. 

Интегралъ (11) можемъ представить еще въ двухъ раз- 
личныхъ формахъ. Вообразимъ вокругъ оси интеграла кру- 
говой цилиндръ съ радтусомъ равнымъ по абсолютной вели- 
чин-Ь (для простоты) параметру интеграла и проведемъ на 
немъ винтовую лишю съ шагом* 2л"Ра^. Пом'Ьстимъ на этой 
лиши дв* точки. Ж(^, 07, ^) и ЖД^, , >?^ , 2^^ ) съ массами М и 
М^ и заставимъ ихъ двигаться по ней такъ, чтобы 

М1^1т2. 
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Тогда интегралъ (11) можемъ представить или въ вид'Ь: 

-{^Ш!^ + Ж^ ^^ ) = С0П81. , 

ИЛИ въ вид'Ё: 

2ш{ху'—ух') + Ж(^7}' — Т7^') = С0П8{. 

такъ что винтовой интегралъ можно разсматривать иди какъ 
интегралъ, выражающ1й законъ сохранен1я центра тяжести, 
если въ систему включимъ точку Л/^, или какъ интегралъ 
площадей, если въ систему включимъ точку Ж. 

108. Системы виптовыхъ интеграловг. Означимъ черезъ 
Р19 ?,-? ^а ^,) ^1У с^ координаты бивектора а,- и черезъ ^8,. выра- 
жен1е, въ которое переход итъ (10), если у буквъ р^д^г^а^Ъ^с 
значекъ 1 зам-Ьнимъ значкомъ г. Если винты а^, а,,... а, будутъ 
между собой независимы, то и винтовые интегралы 8^=^соп81., 
(г =1,2, ..5) будутъ независимы, ибо предположеше, что между 
ними существуетъ соотношен1е вида -Гв,.8^,. « О, гд4е,.(г= 1, 2,.. .5) 
н'Ькоторыя постоянныя числа, влечетъ за собой равенства: 



^хРг'^^2Р2'^-'^^Р8^^^ 



невозможныя всл4дств1е независимости винтовъ а^,а^^...а^. 

Легко видеть, что винтовой интегралъ 2е^8^ = соп8{. со- 
отв-Ьтствуетъ винту а^е^а^+е^а^-}- . . . е^а^; следовательно, 
выбирая надлежащимъ образомъ числа в, мы можемъ линей- 
ной комбинащей интеграловъ, соотв^тствующихъ винтамъ 
а^.^з,... составить интегралъ для каждаго винта группы, ими 
определяемой. Итакъ им4емъ теорему: 

Теорема I. Если винты а^^а^^... независимы, то винто- 
вые интегралы, отвпчающгеимъ, также независимы. Линей- 
ной комбинащей этихъ интеграловъ можно составить инте- 
гралъ для каждаго винта группы, опр€дп>ляемой винтами 
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Эта теорема даетъ возможность геометричесшя свойства 
группъ винтовъ толковать изв'Ьстнымъ образомъ какъ свой- 
ства системъ винтовыхъ интеграловъ. Такъ, легко показать 
следующее. 

1. Линейной комбинащей двухъ винтовыхъ интеграловъ 
можно составить два независимыхъ между собой интеграла 
одиваковаго параметра, напр., два интеграла площадей. 

2. Изъ трехъ винтовыхъ интеграловъ можно составить 
оо' интеграловъ одинаковаго параметра. Оси ихъ будутъ об- 
разующими одного рода линейчатой поверхности второго по- 
рядка. 

3. Изъ четырехъ интеграловъ можно составить оо' ин- 
теграловъ одинаковаго параметра. Оси ихъ будутъ лучами 
конгруэнщи двухъ линейныхъ комплексовъ. Такъ какъ въ 
четырехчленную группу винтовъ входитъ по крайней М']Ьр% 
одинъ винтъ безконечно большого параметра, то изъ четырехъ 
интеграловъ можно составить по крайней м^р^ одинъ посту- 
пательный интегралъ. 

4. Линейными комбинащями пяти интеграловъ можно со- 
ставить оо' интеграловъ одинаковаго параметра. Оси ихъ 
образуютъ линейный комплексъ. Въ этомъ случае можно по- 
лучить по крайней м^р'Ь два независимыхъ между собой по- 
ступательныхъ интеграла. 

5. Изъ шести независимыхъ винтовыхъ интеграловъ мож- 
но составить какой угодно винтовой интегралъ. 

Изъ последней теоремы и теоремы предъидущаго пара- 
графа вытекаетъ сл'Ьдующая. 

Теорема 1^. Если для системы возможна з^членная груп- 
па и силовые винты принадлежать къ группть взаимной^ то 
будемъ имгьть оо*"* винтовыхъ интеграловъ^ соотвтьтствую- 
щихъ возможнымъ винтамъ. Между ними можно найти 8 
независимыхъ, остальные получаются линейной комбинащей 
этихъ послпднихъ *), 

Предъидущ1я теоремы им'Ьютъ м4сто независимо отъ то- 
го, будетъ ли система голономна и консервативна, или н'Ьтъ. 
Мы перейдемъ теперь къ изученхю винтовыхъ интеграловъ 



*) Эта теорема, а также теорема предъидущаго параграфа, ирипадле- 
жатъ г. V. СеггиИ (I. с). 0н4 были получены мной независимо въ декабре 
1893 г. Тогда же, не зная о работахъ г. СеггпИ, я послалъ заметку о вин- 
товыхъ интегралахъ въ Сотр1е8 Еепс1а8 (1. с). 

14 
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въ предположен1в, что система голономна, а силы, приложен- 
ный Бъ точвамъ системы, обладаютъ потенц1аломъ. 

Пусть а^ и а, два возможныхъ винта и путь силовые 
винты съ ними взаимны. Мы будемъ им']^ть тогда два винто- 
выхъ интеграла: 

5^ =» сопвЬ. , 5, = С0П81. . 

Говоря о возможныхъ винтахъ, мы вид']^ли, что въ слу- 
чае голономной системы винтъ Уа^а,^ будетъ также возмож- 
нымъ (теор. II § 103). Кром4 того, когда силы обладаютъ 
потенщаломъ, силовой винтъ будетъ взавменъ съ винтомъ 
Уа^а^ (теор. II § 105). Такимъ образомъ винтъ Га, а, бу- 
детъ возможнымъ винтомъ взаимнымъ съ силовыми винтами, 
а потому по теорем* § 107 кром4 двухъ предъидущихъ ин- 
теграловъ мы будемъ им'1ть еще одинъ винтовой интеграяъ 

5з -= сопвЬ. 

для винта Т^л а^. Итакъ мы приходимъ къ теорем-Ь: 

Теорема II. Если система голономна и консервативна 
и уравненгя движенгя имтьютъ два винтовыхъ интеграла для 
винтовъ а, и а^, то они имгьютг и третгй винтовой ин- 
тегралъ для винта Уа^а^. 

Нетрудно показать, что эта теорема представляетъ те- 
орему Ро1880п'а въ прим'Ьненти къ винтовымъ интеграламъ и 
есть частный случай следующей бол^Ье общей. 

Теорема П^. Если В^^сопзЬ. есть винтовой интегралг 
и Е^сопвЬ. какой либо другой интегралг ур. движенгя, то 
(8^^Р)^соп81.^ гдгь {8^^Р) скобки Рогззоп^а, также будетъ 
интегралом^ ур. движенгя. 

Пусть /^ = (й-=1,2, . ..5) суть условныя ур., ст-Ьсняю- 
Щ1Я свободу перем'Ьщен1я точекъ, при чемъ функц1и /)& зави- 
сятъ отъ координатъ точекъ системы и могутъ зависать так- 
же и отъ времени. На основан1и известной теоремы: „если 
50 = С0П81. и 1// = соп8{. суть два интеграла ур. механики, если 
д) не зависитъ отъ времени и удовлетворяетъ ур. (9^1, А) = О 
(4=1,2, ... 5), то {д)^гр)=-соп8{. будетъ интеграломъ т-Ьхъ же 
уравнен1й" *), для доказательства теоремы достаточно пока- 



*) и. в. Мвщерск1Й. «О теорем* Пуассона при существован1и услов- 
цдхъ уравнен1йв. УШ съфздъ РуссБИхъ Ест. и Вр. 
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за*ь, ^то (5,,Д) = 0(Х;=1,2, . . .5). Развивая подробн-Ье эти 
равенства, получаемъ 

(5,,А) = Х/^ = (А;=1,2,.-.5), 

гд* Х^ есть выражеше (5) § 102; такимъ образомъ уравн. 
(^1А)=*0 (А; = 1,2, . . . 5) представляютъ услов1я необходимыя 
и достаточный, чтобы винтъ а^ винтового интеграла 5^ «сола^. 
былъ возможенъ, услов1Я, которыя удовлетворены уже въ силу 
того предположения, что 8^^соп81. интеграл ь ур. движен1я. 
Итавъ теорема доказана. 

Изъ этой теоремы сл'бдуетъ: если им'Ьемъ два винтовыхъ 
интеграла, 5^ == соп$1,^ 8^ == соп^Ь., для винтовъ а^ и а,, то 
{8^,8^ = соп8{. будетъ также интеграломъ. Выполнивъ вычи- 
слен1е скобокъ (5^,|5^ на самомъ д-Ьл*, увидимъ, что(51,5з)=« 
соп8{, есть винтовой интегралъ, отв'ЬчающШ винту Уа^а^. 
Такимъ образомъ снова приходимъ къ теорем']^ II. Изъ тео- 
ремы II сл'Ьдуетъ: 

Теорема III. Если система галопомна и консервативна^ 
то совокупность винтовъ, для которыхъ существуют^ вин- 
товые интегралы, образуютъ замкнутую группу. 

Теорема доказывается совершенно также, какъ и теоре- 
ма III § 103. 

Теорема IV. Существуютъ такгя голономныя консерва- 
тивныя системы, у которыхъ есть винтовые интегралы соот- 
втьтствуютъ винтамъ данной замкнутой группы винтовъ. 

Теорема слЬдуетъ изъ теоремъ IV § 103 и IV § 105. 

Теорема V. Совокупность движенгй, опредп>ляемыхъ вин- 
тами винтовыхъ интеграловъ для голономной консервативной 
сист,емы, образуетъ группу движенгй. 

Теорема сл'Ьдуетъ изъ теоремы III и теоремы II § 101. 

109. Опредтлеиге всгьхъ винтовыосъ интеграловъ по двумъ, 
или нгьсколькимъ, даннымъ. 

Въ предъидущемъ § было показано, что мы им4емъ два 
средства по двумъ или н'Ьсколькимъ винтовымъ интеграламъ 
получать еще друпе винтовые интегралы: или комбинируя 
данные интегралы линейно, или комбинируя ихъ помощью 
скобокъ Ро1880п'а. Первый пр1емъ не даетъ намъ новыхъ 
интеграловъ, независимыхъ отъ данныхъ, и можетъ служить 
только для того, чтобы между возможными для данной систе- 

14* 



^ 212 -^ 

кы вибтовыкй вй'Гегралами выбрать наибол'Ьб простыл, т% 
Боторыхъ друпе получались бы линейными комбинадгями. 
Напротивъ, составляя изъ данныхъ винтовыхъ интеграловъ 
новые помощью евобокъ Ро188оп'а, можемъ получить интегра- 
лы, независимые отъ данныхъ. Если припомнимъ, что Уа^а^ 
обращается въ нуль только въ двухъ случаяхъ: 1) когда оси 
а^ и а, совиадаютъ и 2) когда параметры обоихъ бивекторовъ 
безконечно велики (§ 41), что вовс1>хъ остальныхъ случаяхъ 
Та, а, независимъ отъ а, и а,, то будетъ ясно, что скобки 
Ро1$8оп'а обладаютъ сл'бдующимъ свойствомъ: 

Теорема. Если оси винтовыхъ интеграловъ 8^ = соп8{, и 
8^ « сопз}. совпадаютг^ или оба интеграла поступательны ^ 
то скобки Рогззоп а ^ {8 ^^8^) ^'тожественно обращаются въ нуль 
и не даютъ иовыхъ интеграловъ. Во ваьхъ остальныхъ слу^ 
чаяхъ уравненге {8^^8^)=^соп81. не будетъ тожествомъ^ авин- 
товымъ интеграломг незавгссимымъ отъ интеграловъ 8^ =соп81. 
и 8^ =соп8{.. 

Такимъобразомъ, им-Ья два винтовыхъ интеграла 5^ -^сопвЬ. 
л8^=соп8{ у можемъ составить новый независимый отъ нихъ 
винтовой интегралъ 8^=^(8^^8^)^соп8{. для винта а^ = Уа^а^^ 
интегралъ, который, вообще говоря, ве будетъ тожествомъ. 
По тремъ интеграламъ 8^^соп8^, 8^=соп^.^ 8^-=соп8{.^ ком- 
бинируя ихъ линейно, получимъ всевозможные интегралы для 
винтовъ группы « = б,а^ н-б^а^+е.а^. Если эта группа замк 
нута, то какую бы пару ея винтовъ а\а" мы ни взяли век- 
торное произведен1е Уа^а" будетъ принадлежать групп* а, 
а потому, какую бы пару изъ всей совокупности полученныхъ 
винтовыхъ интеграловъ мы ни комбинировали помощью ско- 
бокъ Ро188оп а, мы не найдемъ новыхъ интеграловъ, не при- 
надлежащихъ той же совокупности и независимыхъ отъ трехъ 
5^-сой5<., 8^^соп81,, 8^ = соп8{. Если же группа а = е^а^-+- 
в, а, 4-^3^3 разомкнута, то въ ней будутъ два винта а\а'* та- 
кихъ, что а^ = Уа'а" групп* не принадлежитъ. Винтовой ин- 
тегралъ 8^-=соп8(., отв*чающ1й винту а^, интегралъ, который 
получимъ, комбинируя помощью скобокъ Ро1880п*а интегралы 
съ винтами а' и а", будетъ поэтому независимъ отъ интегра- 
ловъ 5,. = сопв<.(г = 1,2,3), такъ что будемъ имЬть четыре не- 
закисимыхъ винтовыхъ интеграла. Ихъ линейными комбина- 
1ЦЯМИ (оставимъ интегралы для всЁхъ винтовъ четырехчлен- 
ной группы а = е^а^ -{- е^а^ + е^а^ -^ е^а^. Если эта группа зам- 



*- ^13 — 

Ёнута, 1^0 какую бы пару ея винтовъ а\а!^ ни взяли, "Га'а'' 
будетъ принадлежать той же группе а, а потому и комби- 
пащи вышеполученныхъ воитовыхъ интеграловъ помощью сво- 
бокъ Ро188оп'а не дадутъ намъ иовыхъ, независимыхъ отъ 
четырехъ 8^^соп81. (г=- 1,2,8,4) интеграловъ Если же груп- 
па разомкнута, то получимъ пятый интегралъ 8^^соп81. не- 
зависимый отъ предъидущихъ. Такъ какъ питичленная груп- 
пы ВС* разомкнуты, то комбинируя между собой помощью 
скобокъ Ро188оп'а пять интеграловъ 8^-=соп8Ь. (г==1,2,3,4,5), 
наверное получимъ еще одинъ винтовой интегралъ независи- 
мый отъ предъидущихъ, такъ что будемъ им'Ьть шесть вин- 
товыхъ интеграловъ. Очевидно, что бол'Ье шести независимыхъ 
винтовыхъ интеграловъ быть не можетъ. 

Итакъ, если система голономна и консервативна и^ мы 
им'Ьемъ два винтовыхъ интеграла, то строя помощью скобокъ 
Ро188оп'а все новые и новые интегралы, придемъ непременно 
къ систем* интеграловъ, винты которыхъ опред^ляготъ какую 
нибудь замкнутую группу. Интересно задаться вопросомъ, ка- 
К!Я именно системы интеграловъ получатся такимъ путемъ 
въ каждомъ частномъ случа*. Эта задача, очевидно, вполн-Ь 
аналогична задач* § 100. Пользуясь, поэтому, результатами 
§ 100, придемъ къ такимъ заключещямъ. 

А. 1. Если винтовые интегралы 8^=соп8{. и 5,=соп8*. 
поступательны, то скобки Ро188оп'а обращаются въ нуль, и 
новыхъ интеграловъ мы не получимъ. 11роекц1я центра тяже- 
сти на плоскость параллельную осямъ итеграловъ будетъ дви- 
гаться прямолинейно и равномерно. 

2. Если оси интеграловъ 8^=^соп81. и 8^=соп8{. со- 
впадаютъ, то скобки Ро1880п'а тожественно обращаются въ 
нуль, и новыхъ интеграловъ не получимъ. Линейной комби- 
нащей данныхъ можемъ составить одинъ поступательный и 
одинъ вращательный интегралы. 11роэкц1я центра тяжести 
системы на общую ось интеграловъ будетъ двигаться равно- 
мерно. 

В. Если параметры двухъ данныхъ интеграловъ конечны и 
оси ихъ параллельны, или, если параметръ одного изъ инте- 
граловъ безконечно великъ и оси не параллельны, то винты 
интеграловъ опред^лятъ группу типа (2, [1,1) р==-а^а-^соЬ^/в. 
Въ этомъ случае результаты получаются различные, смотря 
по тому, будутъ ли оси а и )в перпендикулярны или нетъ. 
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1. Когда параметры интеграловъ равни, или параметр! 
одного, напр. второго, 8^^соп81.^ безконечно великъ и ось 
его перпендикулярна къ оси перваго, то оси а и /? будутъ 
перпендикулярны и скобки Ро1§$оп'а дадутъ намъ еще только 
одинъ винтовой интегра.1ъ 8^===соп81, независимый отъ дан- 
ныхъ. Винты а^,а^, а, интеграловъ 8^^соп81, (г= 1,2,3) опре- 
д'Ьлятъ замкнутую группу типа (3,111,2). Такъ какъ въ ней 
два независимыхъ винта безкояечно большого параметра, то 
линейной комбйващей трехъ интеграловъ можемъ составить 
два независимыхъ между собой поступательныхъ интеграла. 
Трет1й независимый отъ этихъ двухъ будетъ 5, =соп81, съ 
конечпымъ параметромъ Ра^. Проэкщя центра тяжести системы 
на плоскость перпендикулярную оси а^ будетъ двигаться 
прямолинейно и равном'брно. 

2. Когда параметры интеграловъ не равны, или пара- 
метръ одного, напр. второго, 8^=соп81., безконечно великъ и 
ось его не параллельна и не перпендикулярна къ оси пер- 
ваго, то оси а и /? не будутъ взаимно перпендикулярны, и, 
комбинируя интегралы помощью скобокъ Ро1880п'а, получимъ 
еще два интеграла, 8^=соп8^ и 8^=соп81, независимыхъ 
отъ данныхъ. Винты Л1,а^,а^,а^ интеграловъ 5^- « соп81. 
(г= 1,2,3,4) опред'Ьдятъ замкнутую группу типа (4,Ш,3). Такъ 
какъ въ группе три независимыхъ винта безконечно боль- 
шого параметра и одинъ независимый отъ пихъ винтъ пара- 
метра нуль, то линейной комбинащей этихъ четырехъ интегра- 
ловъ, можно составить четыре независимыхъ между собой 
интеграла, между которыми три поступательныхъ и одинъ 
вращательный. Центръ тяжести будетъ двигаться прямолинейно 
и равном'Ьрно. 

С. Если параметры данныхъ интеграловъ , Ра^ , Ра^ 
конечны и оси не параллельны, то можетъ быть два случая. 

1. Когда интегралы будутъ вращательными, и оси ихъ 
пересЬкаются, то скобки Ро1880п'а даютъ намъ еще одинъ вра- 
щательный интегралъ 5д =соп81. Винты интеграловт, 8-=^соп8(. 
(г= 1,2,3) опред^лятъ замкнутую группу типа (З.Ш,0) вин- 
товъ параметра нуль. Какъ бы эти три интеграла мы ни 
комбинировали между собой, линейно, или помощью скобокъ 
Ро1880п'а, будемъ получать только интегралы площадей отъ 
нихъ зависимыя. Это случай 1асоЬ1. 
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2. Во вс^хъ остальныхъ случаяхъ изъ двухъ винтовыхъ 
интеграловъ помощью скобокъ Ро880п'а получимъ еще четыре 
независимыхъ отъ нихъ интеграла, винты- которыхъ, вм'Ьст'Ь 
съ винтами данныхъ, определять шестичленнун? группу, такъ 
что линейной комбинац1ей всЬхъ шести интеграловъ можемъ 
составить вс^ возможные винтовые интегралы. Между ними 
можно взять за независимые три посту пательныхъ и три вра- 
щательныхъ. Центръ тяжести системы будетъ двигаться прямо- 
линейно и равномерно. 

Предположим!., что данная голономная консервативная 
система им'Ьетъ три винтовыхъ интеграла 8^ = соп8Ь, (г«= 1,2,3). 
Если будемъ комбинировать ихъ между собой линейно, или 
помощью скобокъ Ро1880п'а, то можетъ представиться три 
случая [см. § 100]. 

1. Когда винты интеграловъ опред^ляготъ замкнутую 
трехчленную группу, указанными построен1ями не получимъ 
новыхъ интеграловъ, независимыхъ отъ данныхъ. Таковъ, напр., 
случай трехъ независимыхъ поступательныхъ интеграловъ. 

2. Когда винты интеграловъ опред^ляютъ трехчленную 
группу типа (3,111,2) р^^а^а-^-аЪ^в-^сэс^у, при чемъ оси 
в VI у перпеидикуляряы къ оси а, то скобки Ро1380п'а да- 
дутъ еще одипъ независимый винтовой интегралъ /8^ = сопзЬ. 
Система 8^^соп8{. (г =1,2,3,4) будетъ такого же типа, какъ 
и въ случае В, 2. 

3. Во всЬхъ остальныхъ случаяхъ будемъ им-бть шесть 
винтовыхь интеграловъ. 

Если для данной голономной консервативной системы 
им'бемъ четыре винтовыхъ интеграла 8~соп8Ь, (г= 1,2,3,4), 
то можетъ быть два случая. 

1. Когда винты ннтеграловъ опред4ляютъ замкнутую 
группу (4,111,3), новыхъ интеграловъ не получимъ. 

2. Въ остальныхъ случаяхъ скобки Ро1880п'а дадутъ еще 
два независимыхъ интеграла. 

Если для данной голономной консервативной системы 
им'Ьемъ пять винтовыхъ интеграловъ 8^ = соп81, (г= 1,2,3,4,5), 
то комбинируя ихъ помощью скобокъ Ро188оп'а, получимъ 
непременно и шестой винтовой интегралъ, отъ вихъ неза- 
висимый. 



С0ДЕРЖАН1Е. 

Стр. 
11редислов1е 1. 

ЧАСТЬ ПЕРВАЯ. 

Глава I. Анализъ операц1И умножен1Я бивекто- 
ровъ. 

1. БивеЕторъ и винтъ. 2. Формулы преобра80ван1Я Еоординатъ 
бивектора. 3. Частные случаи. 4. Бивекторы кинехатичесюе и днна- 
мичесЕ1е. 5. Слохен1е и вычитан1е бивекторовъ Ю. 

6. Умножен1е. 7—10. СЕаларноепрои8веден1е. II — 14. Векторное 
произведете. 15. Умноясеше бивектора на чисЛо. 16. Произведеше. 
Символъ (О. 17 Свойства символа ш 16. 

Глава II. Аналитическая теор1я бикватерн1о- 
нов ъ. 

18. Еомплексныя числа вида ао+ша^, (о^=0. 19. Функцш отъком- 
плекснытъ чиселъ видаао+ша^ 33. 

20. Бикватерн1оны. Сложен1е и внчитан1е. Скаларная и вектор- 
ная части бикватерн10на. 21. Умножеше. Главная часть и моментъ 
бикватерн1она. 22. Д'6лен1е. БикватернЬны сопряженный и обратный. 
Норма бикватерн1она. 23. Формулы развернутыя и неразвернутыя. 
24. Параметръ и инвар1антъ бикват&рн1она. 25. Тензоръ и верзоръ 
бикватерн10на. 26. Уголъ, поворотъ и тагъ бикватерН10на. 27. Основ- 
ный формулы теор1и бикватерн1оновъ. 28. Степень и логариемъ би- 
кватершона. 29. Неразвернутыя формулы теор1и бикватерн1оновъ . . 38. 

Глава III. Геометрическая теор]я бнкватери10- 
но въ. 

30. Бивекторъ, его точка приведешя и ось. 31. Тензоръ и пара- 
метръ бивектора. 32. Бикватершонъ, его ось и точка приведешя. 33. 
Умножеше. Умножеше бивектора на комплексное число а^а^-^-ош^. 
34. Умножеше бивектора на бивекторъ. Общ1я формулы. 35. Скалар- 



II 



Стр. 
ное прон8веден1е. Основння формулы. 36. Кохплексннй уголъ между 
двумя прямнмн въ пространств! 37. Формула 8х^=—ТлТ^8Ь. 38. 
Случаи, когда 6^9=0. 39. Векторное произвбден1е бивекторовъ. Основ- 
ння формулы. 40. Тенворъ ж параметръ Та^. 41. Случаи, когда 
Р7аР=оо, или 7аР=0. 42. Ось Гар. 43. Формула Ул&=1х1^пдг, . . 51. 

44. Д!Ьлен1е. Путь СИГГогА-ДашЩоп'а 45. Основння формулн. 
46. Викватерн1онъ, какъ частное. 47. Приведен1е бикватершоновъ къ 
одному знаменателю, или числителю. Щетка. Однощеточнне или кол- 
линеарное бикватерн1онн. 48. Сложен1е, внчитан1е, умножен1е и дФле- 
Н]е.бикватерн1оновъ. 49. Разложеше бикватерн1оновъ на сумму двухъ. 
Геометрическое 8начен1е знаковъ 8к V л ихъ основного свойства. 50. 
Случаи, когда 5Р/а=0, Р5|3/а=оо, Г3/а=«0, Р7р'а=оо. Прямой биква- 
терн1онъ. 51. Бикватертонъ, какъ факторъ. 52. Элементарнне биква- 
терН1онн. 53. Разложен1е бикватерН10на на множители. 54. Тензоръ 
и верзоръ бикватерн1она и ихъ главное свойство. 55. Бикватерн10нн, 
связаннне съданннхъ. 56. Унножен1е бивектора а на бикватертонъ 
д, ось котораго пересФкаетъ ось ос подъ ирямнмъ угломъ. 57. Законъ 
коммутативности и ассощативности сложен1я и дистрибутивности 
сложешя и вычитан1я. 58. Законъ ассощативности умножешя. 59. Одно- 
оснне бикватерн1онн. Алгебра щетки б^ 



ъ. 



ЧАСТЬ ВТОРАЯ. 

Глава !• Методъ перенесен! я. 

60. Методъ перенесен1яилираздвиган1я 61. Преобразован1е тео- 
ремъ и формулъ геометр1и съ элеиентомъ точка въ формулн и тео» 
ремн геометр1Н съ элементошъ бивекторъ. С2. Преобразован1е геомет- 
р1и связки векторовъ въ теорш бивекторовъ. 63. Проэкщя винта и 
бивектора на ось. 64. Прямоугольння комплексння координатн би- 
вектора; координатнне винты. 65. Геометрическое произведеше двухъ 
бивекторовъ. Законъ дистрибутивности скаларнаго умнсженхя. 
66. Щетка и ея ось. Ортогональная проэкц1Я бивектора на щетку. За- 
конъ дистрибутивности векторнаго умножения и обобщеше теоремн 
Уаг1^попЧ. 67. Полярння координатн бивектора. 68. Формулн преобра- 
зовашя координатъ. 69. Обобщеше формулъ Ёи1ег'а. 70. Операц1я 
2( )9!~^« 71. Обобщен1е формулъ йо<1п^:ие8-Еи1ег'а, формулн 81ийу. 
72. Соотношен1я между параметрами обобщенннхъ формулъ Ба1ег'а и 
Кос1г1^ие8-Ба1ег'а. 73. Повое начало координатъ. 74. Сложенхе конеч- 
ннхъ винтовнхъ перем11щен1й. 75. НФкоторня сл41дств!я изъ основной 
теоремн предндущаго параграфа. 76. Обобщенхе доказательства Мб- 
Ыпв'а закона ассощативности умножешя вер8оровъ-кватерн1оновъ. 
77. Внводъ нФкоторнхъ формулъ теор1и кватершоиовъ. 78. Различння 
внражен1я для 8а^у. 79. Случаи, когда 8а^г=0, или Р8л^х=^- 



III 



80. Босня Еоординатн бивектора и его составляющгя; дополнительная 
координатная система. Зависимость между проакц1ями и составляю- 
щими бивектора. 81. Векторное и скаларное нроизведешя и относи- 
тельный моментъ двухъ бивекторовъ въ коснхъ координатахъ. ... 91. 

82. Преобразоваше геометр1И связки въ геометрш линейчатаго 
пространства. 83. Геометрхя щетки, ангармоническое отноп1ен1е четн- 
рехъ лучей щетки. 84. Нреобразован1е теоремъ проективной геометрш 
связки въ теоремы линейчатаго пространства. Некоторый опред41ле- 
Н1Я. 85. Обобщен1е теоремъ Веваг^пев'а. 86. Построенхе по тремъ дан- 
нымъ лучамъ щетки четвертаго гармоничнаго съ ними. 87. Проэктив- 
ныя и перспективный щетки. 88. Бонгру9нц1я, аналогичная конусу 
второго порядка. 89. Прямолинейное, плоское и сферическое много- 
образ1я бивекторовъ. 90. Преобразовало геометр1и сферическаго тре- 
угольника въ геометрш косого шестиугольника съ прямыми углами. 
91. Механика бивектора и системы бивекторовъ 137. 

Глава П. Группы винтов ъ. 

92. Основный опредФлешя и теоремы теор1И группъ винтовъ. 
93. Блассификащя группъ; каноническ1Й видъ группы. 94. Группы 
одноосный. 95. Группы двуосныя. 96. Группы трехъосныя. 97. Груп- 
пы взаимный 98. Группы дополнительный. 99. Группы замкнутый 
и разомкнутыя. 100. Задача: построить замкнутую группу, исходя 
отъ двухъ, или трехъ, данныхъ винтовъ. 101. Замкнутый группы вин- 
товъ и группы движен1'й 164. 

Глава Ш. Бинтовыеинтегралы. 

102. Опред1лен1я. 103. Возможные винты. Голономныя системы. 
104. Связи для заикнутыхъ возможныхъ группъ. 105. Силовые винты. 
106. Винтъ количествъ движен1я. Законъ моментовъ бивектора коли- 
чествъ движен1я. 107. Винтовой интегралъ. 108. Системы винтовыхъ 
интеграловъ. 109. Опред'Ьленхе вс{1хъ винтовыхъ интеграловъ по двумъ, 
или Н!ЬскольЕИмъ, даннымъ 193. 



